Bevezetés a szamitaselméletbe II.
2. zarthelyi — pontozasi dtmutato
2015. aprilis 23.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért
az Gtmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki
megoldasédnak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldas vazla-
tanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa
azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt
gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az atmu-
tatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltérd jo megoldas természetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pont-
szama szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy sakktablan viladgos és sotét huszarok allnak, Osszesen hét darab. Mindegyik huszar
legalabb két ellenséges huszart tud titni. Mutassuk meg, hogy a viladgos huszarok mind azonos
szinli mez6n allnak.
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Legyen G az a paros graf, melynek egyik osztdlyaban a vildgos, masik osztalydban a sotét
huszarok vannak, két kiilonboz6 szint huszart pedig akkor kotiink oOssze, ha iitni tudjak

egymast. (1 pont)
A péaros graf kisebbik osztalyaban (legyen ez A, a méasik B) nyilvan legfeljebb 3 cstics
van (1 pont)
és mivel minden huszar legalabb két masik szind huszart tud iitni, a grafban minden fok
legalabb 2. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy G &sszefiiggd. (1 pont)
Ha ugyanis G-nek legalabb két komponense lenne, akkor ezek koziil az egyik legfeljebb 1
csticsot tartalmazna A-bol, (1 pont)
ekkor viszont e komponens B-beli cstcsainak foka nem lehetne legaldbb 2 (hiszen G egyszerii
graf — e megallapitas hianyaért nem kell pontot levonni). (1 pont)
Mivel G Osszefiiggs, barmely két vildgos huszar kozott létezik ut grafban. (1 pont)
Mivel ez az ut péaros hosszi (hiszen a két huszar a paros graf ugyanazon osztélyaban
van), (1 pont)
az egyik huszar paros sok lépéssel el tud jutni a mésik huszar helyére. (1 pont)
Mivel egy lépésben a huszar viladgos mezdrél sotétre, sotétrsl pedig vilagosra 1ép, paros sok
lépés utan a kezdetivel azonos szinen fog allni, amivel a feladat allitasat belattuk. (1 pont)

2. Egy 11 csicst fAban minden cstcs foka legfeljebb 3. Mutassuk meg, hogy a fdban van 4 éld
parositas.
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Els6 megoldas. Legyen e; = (a,b) a fa egy éle, melyre a foka 1. ( )
Ilyen nyilvan létezik, hiszen ismert, hogy minden faban van 1 foka csics. ( )
Hagyjuk el a fabol az a és b cstucsokat, ekkor a visszamarado graf egy erdd lesz, ( )
melynek legalabb 7 éle van, hiszen az eredeti fanak 10 éle volt, ( )
melybdl legfeljebb 3 olyan van, amely a és b valamelyikével szomszédos. ( )
Az eljarast megismételve (minden erddnek is nyilvan létezik 1 foku csicsa) (1 pont)
kapjuk az e, ( )
majd az eg és ey éleket. ( )
Mivel e; nem tartalmazza ey, ..., e;_; végpontjainak egyikét sem, ( )
az ey, eg, €3, ¢4 élek fiiggetlenek lesznek, amivel az allitast belattuk. ( )
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Masodik megoldas. 11 csticst fanak 10 éle van. (1 pont)
Minden F' fa paros graf, hiszen nem tartalmaz paratlan kort (s6t, parosat sem). (3 pont)
Igy Kénig tétele szerint v(F) = 7(F), elég tehat 7(F) > 4-et belatni. (3 pont)
Mivel F' minden foka legfeljebb 3, a 10 él lefogasahoz legalabb 4 cstcsra van sziikség (hiszen 3
cstcs legfeljebb 9 élet foghat le), amivel az allitast belattuk. (3 pont)
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Harmadik megoldés. 11 csticsii fanak 10 éle van. (1 pont)
Minden F' fa paros graf, hiszen nem tartalmaz paratlan kort (s6t, parosat sem). (3 pont)
Igy Konig tétele szerint x.(F) = A(F) < 3. (3 pont)

Vegyiik F' egy optimélis élszinezését; ez legfeljebb 3 szint hasznal, igy a szinosztalyok kozt kell
legyen legalabb 4 elemi (ellenkez$ esetben a 3 osztély legfeljebb 9 élet tartalmazna). (2 pont)
Mivel minden szinosztaly péarositas, az allitast belattuk. (1 pont)

3. Egy 100 cstics teljes gratbol elhagyjuk egy Hamilton-korének éleit. Hatarozzuk meg a kapott
graf kromatikus szamat.
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A Hamilton-koér mentén masodszomszédos csiicsok 50-en vannak és klikket alkotnak, (2 pont)

igy a kromatikus szam legalabb 50. (2 pont)
Masrészt a kromatikus szam legfeljebb 50 is, hiszen a Hamilton-kér minden masodik élét véve
teljes parositast kapunk (1 pont)
és azon pontokat, melyek ebben a parositasban Ossze vannak kétve, szinezhetjiik ugyanazzal a
szinnel (hiszen Gk az eredeti grafban nem szomszédosak). (4 pont)
A kromatikus szam igy pontosan 50. (1 pont)

4. Dontsiik el, hogy az alabbi grafok intervallumgrafok-e.



Az elsé graf kromatikus szama legalabb 3, hiszen tartalmaz péaratlan kort (egy 0tszo-
get). (1 pont)
Héaromszog viszont nincs a grafban, igy a klikkszama legfeljebb 2. (1 pont)
(A kromatikus szam konnyen lathatéan épp 3, a klikkszam pedig 2, de ezek megallapitasara
nincs sziikség a megoldashoz.) Mivel intervallumgrafok esetén a kromatikus szam és a
klikkszam azonos, a kérdéses graf nem lehet intervallumgraf. (1 pont)

A maéasodik graf sem intervallumgraf, de ezt valamivel tovabb tart belatni. Jeloljiikk a 3
foku csiicsot a-val, a szomszédait b,c,d-vel. Tegyiik fel, hogy a graf intervallumgraf és
jeloljik az a,b,c,d-nek megfeleld intervallumokat rendre A, B,C, D-vel, legyen tovabba

A= [AbAz],B = [Bl,BQ],O = [01,02},D = [Dl,DQ]. (1 pOHt)
Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy By < C; < Dj. (1 pont)
Mivel a (' intervallumnak nincs kozos pontja sem B-vel, sem D-vel, By, < () és
Cy < Dy. (2 pont)
Mivel A-nak B,C,D mindegyikével van kozos pontja, az eddigiek szerint teljes egészében
tartalmaznia kell C-t, (1 pont)
ekkor viszont c-nek nem lehet olyan szomszédja, amely nem szomszédja egyben a-nak is, ami
ellentmondés (hiszen c-nek az a-t6l kiilonb6z6 szomszédja épp ilyen). (2 pont)
100100101
101011101
5. Egy G(A, B; E) paros graf két pontosztalya legyen A = 110110011
{a1,as,... a9} és B = {by,bs,...,bo}. Minden 1 < i < 9 100100101
és 1 < j <9 esetén a; akkor legyen szomszédos b;-vel, ha 100000101
a jobbra lathaté matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak 011010010
keresztezGdésében allo elem 1-es. Adjunk meg G-ben egy ma- 000100101
ximalis parositast és egy minimalis lefogd csiicshalmaszt. 010011010
100100100
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A matrix alapjan konnyen ellenérizhets, hogy as, as, ag, as, b, by, by, by lefogé ponthalmaz G-

ben (a nem érintett sorok és oszlopok keresztezédésében ugyanis minden elem 0). (4 pont)
Az (a1,b1), (ag,b3), (as, b2), (a4, b4), (as,by), (as, bs), (a7, b7), (as, bs) élhalmaz egy 8 elemii paro-
sités. (3 pont)

A megadott lefogd ponthalmaz, illetve parositas bizonyitja, hogy 7(G) < 8, illetve v(G) > 8,
ahonnan a v(G) < 7(G) Gsszefiiggés szerint v(G) = 7(G) = 8 és igy a megadott parositas
maximalis, a megadott lefog6 ponthalmaz pedig minimaélis. (3 pont)
A maximalis parositast és a minimélis lefog6 ponthalmazt természetesen érdemes az elada-
son tanult algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl is latszik) egy teljes értékii
megoldéashoz nem feltétleniil sziikséges (bar az esetleges hibak miatt meégis célszerii) ennek a
lépéseit dokumentélni.

6. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast.



A kovetkez f folyam értéke 24: f(SB) = = 13, f(SG) = 5, f(AT) = 5, f(BA) =
L f ( B) = 5 f(EF) = 5,f(EG) =

8 (a tobbl ¢len a folyam értéke 0). (4 pont)

6, f(SE)
4, f(BC) = 7,f(CT) = 9,f(CA) = 1, /(DT ) =
3, f(FT) = 1, {(FC) = 3, f(FD) = 1, f(GT) =

Az S,B,D,E,F csticsok altal meghatarozott VAgAsS kapacitasa az

SG,BA,BC,DT,EG, FT, FC élek 0sszkapacitésa, azaz szintén 24. (3 pont)
Tudjuk, hogy barmely folyam értéke legfeljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas kapaci-
tasa, (1 pont)
igy a 24 értékd vagas bizonyitja, hogy a megadott folyam maximalis, (1 pont)
a 24 értéki folyam pedig bizonyitja, hogy a megadott vagas minimalis. (1 pont)

Az utolsé 3 pont annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximaélis
és a megadott vagas minimalis. (Példaul "a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis"
onmagaban nem érdemi indoklas.) A folyam maximalitdsa mellett természetesen lehet gy is
érvelni, hogy a 24 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javitd
ut.



