Bevezetés a szamitaselméletbe II.
1. zarthelyi — pontozasi dtmutato
2015. oktober 19.

Altalanos alapelvek.

A pontozési Gtmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az Gtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, viladgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepl ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazéasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas ter-
meészetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az alairds megszerzéséhez a zarthelyiken kiilon-kiilon legalabb 18
pontot, a két zarthelyin Gsszesen legalabb 48 pontot kell elérni. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Abszurdisztanban a rendszdmok hat karakterbdl allnak, minden karakter az angol abc 26 be-
tldjének valamelyike vagy egy 0 és 9 kozti szamjegy. Harom karakternek betiinek, haromnak pedig
szamnak kell lennie, ezen kiviil az egyetlen kikotés, hogy az elsé két karakter valamelyike beti kell
legyen. Hanyféle rendszam adhaté meg Abszurdisztanban? (A végeredmény szamszerd értékét nem
kell megadni, azonban a megoldasbdl ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan
szamologéppel, amely csak a négy alapmiveletet ismeri.)

* ok ok ok Xk

Valasszuk ki elGszér a hdrom beti helyét. Ha erre semmilyen korlatozds nem lenne, akkor (g)—

féleképp valaszthatnank. (1 pont)
Mivel az els6 két karakter valamelyike betii kell legyen, nem jonnek szoba azok a valasztasok, ahol
az els6 két karakter szam. (1 pont)
A harom bett ekkor az utolsé négy poziciéban van, az ilyen valasztésok szama (g) =4. (2 pont)
A bettik helyét tehét a feltételt betartva (g) — (i) modon valaszthatjuk ki. (1 pont)
A harom bettit harom adott helyre 263-féleképp valaszthatjuk ki, hiszen a betiik ismétlsdhetnek és
a sorrendjiik is szamit. (1 pont)
Hasonl6an, a hdrom szamot harom adott helyre 103-féleképp vélaszthatjuk ki. (1 pont)

Az Osszes valasztasok szdmanak meghatarozasahoz figyeljiik meg, hogy a bettik helyének kivilasz-
tasa utan a szamok helye mér adott és hogy két valasztas kiilonboz6, ha a betiik nem pontosan
ugyanazon a harom helyen vannak, illetve akkor is, ha a h&rom kivalasztott betii vagy szdm nem

pontosan ugyanaz (sorrendben!). (1 pont)
A keresett szdm igy a fenti szamok szorzataként adodik: ((3) — (3)) - 26% - 10°. (1 pont)
Ezt alapmtiveletek segitségévek felirva ((5) — (3)) - 26° - 10° = (824 — 4) . 26% - 10°. (1 pont)

2. Egy hazibulin 11 ember vett részt, kozottiik a Facebookon pontosan 46 ismeretség van (a buli
utan). Az este folyaman Palinak nagyon megtetszett egy lany, akit nem ismer. Sajnos nem merte
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megszolitani, csak a nevét deritette ki. A lany profiljat viszont (az ismerdGsein kiviil) csak azok
lathatjak, akikkel van kozos ismerdsiik. Biztosan meg tudja-e talalni Pali a lanyt a Facebookon?

b SR S S

Legyenek a GG graf csticsai a buli résztvevéi, két résztvevst kossiink 6ssze, ha a Facebookon ismerdsok
(a buli utan). Tudjuk, hogy a graf egyszertd, 11 csicsa és 46 éle van. (1 pont)
A Palinak, illetve a keresett lanynak megfelel§ csiicsok legyenek P, illetve L, a tobbi cstcs pedig
vy, Vs, ...,09. A 11 csticsu teljes grafnak (121) = 55 éle van, igy G-bdl a teljes grafthoz képest 9 él

hidnyzik. (2 pont)
Ebbdl a 9 élbél az egyik a (P, L) él, hiszen 6k nem ismerik egymast. (1 pont)
Igy a (P,v1), (P,va),...,(P,vgy), (L,v1),(L,v3),...,(L,vy) élek koziil legfeljebb 8 nincs behtizva a
grafban, (3 pont)
tehat létezik egy olyan v;, melyre (P, v;) és (L,v;) is éle G-nek (ellenkezs esetben legalabb 9 él nem
lenne behuzva az emlitett 18 koziil). (2 pont)
A v;-nek megfelel§ személy tehat Pali és a lany kozos ismerése, igy Pali latja a lany Facebook
profiljat, vagyis meg tudja 6t talalni. (1 pont)

3. Egy grafban az s és a csicsok tavolsaga (vagyis a koztiik vezets legrovidebb ut éleinek szama) 2,
az s és b csicsok tavolsdga 5. Mutassuk meg, hogy a-nak és b-nek nincs koézds szomszédja a grafban.

* ko ok ok Xk

Legyen az s és a kozti (egyik) két éld aton az s és a kozti cstcs ¢ és tegyiik fel indirekten, hogy

a-nak és b-nek van kozos szomszédja, legyen ez c. (1 pont)
Ekkor létezik egy, az s,t,a, c,b cstiicsokat ebben a sorrendben tartalmazé élsorozat, (4 pont)
amely tehat négy élbal &ll, (1 pont)
kezdGpontja s, végpontja pedig b. (1 pont)

Ha ez az élsorozat 1t, akkor ellentmondasra jutottunk, hiszen az s és b kozti legrovidebb at 6t élbél

all. (2 pont)
Ha az élsorozat nem 1ut, akkor az elGadason latottak szerint tartalmaz s és b kozti utat, melynek
hossza igy kisebb lesz négynél, tehat ekkor is ellentmondasra jutunk. (1 pont)
Masodik megoldas. Az s-bdl inditott szélességi keresés soran (1 pont)
a a masodik, b az 6todik szinten fog megjelenni. (2 pont)
Ha ¢ kozos szomszédjuk lenne, akkor az el6adason latottak szerint c-nek egyfeldl az els6, a masodik
vagy a harmadik szinten kéne lennie, (2 pont)

hiszen a Gsszes szomszédja ezen szintek valamelyikén van. ( )
Masfelsl c-nek a negyedik, az 6todik vagy a hatodik szinten kéne lennie, ( )
hiszen b Osszes szomszédja ezen szintek valamelyikén van. (1 pont)
Mivel ez egyszerre nem teljesiilhet, ilyen ¢ cstcs csakugyan nem létezik. ( )

4. Egy 0sszefiiggs grafrol annyit tudunk, hogy tartalmaz egy tiz éld kort. Mutassuk meg, hogy a
grafnak legalabb tiz kiilonbo6zé feszitéfaja van.

S S R S

Legyenek a kor élei ey, es, ..., e19. Megmutatjuk, hogy minden ¢ < 10 pozitiv egész esetén létezik a
grafnak olyan feszit6faja, mely az ey, eq, ..., e1g élek koziil pontosan e;-t nem tartalmazza, ebbdl az
allitas mar nyilvan kovetkezik. (1 pont)
Stulyozzuk meg a graf éleit gy, hogy az ey, e, ... e élek az e; kivételével 1-es stlyt kapjanak,
minden mas él (beleértve e;-t is) pedig 2-es stlyt. (4 pont)
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Erre az élsilyozott grafra a Kruskal-algoritmust futtatva olyan feszit6fat kapunk, mely az

e1,ea, ..., el elek koziil pontosan e;-t nem tartalmazza, (1 pont)
hiszen az algoritmus elszor az Osszes 1 sulyt élet valasztja ki (mivel ezek a legkisebb sulytak és
még az Osszes sem alkot kort), (2 pont)
e; viszont az 1 sulyu élekkel kort alkot, tehat nem keriilhet be a faba. (2 pont)

Az a megoldas, melyben csak annyi szerepel, hogy a kor éleibdl egy el6re kivilasztottat elhagyunk,
majd az esetleges tovabbi korok tovabbi éleit elhagyva keresiink feszitéfat, s ekkor az elsé él tiz lehet-
séges valasztasa miatt tiz kiilonbozé feszitofat kapunk, erésen hianyos, hiszen akar az is lehetséges,
hogy a kor éleibsl végiil egy sem keriil be a feszit6faba, igy nem biztos, hogy valoban kiilonb6z6
fakat kapunk. Ez a megoldas (ha egyébként tokéletesen van leirva) 3 pontot ér.

5. Egy 17 cstcsu teljes grafot lerajzolunk a sikra, majd az éleit megszinezziik harom szinnel. Mu-
tassuk meg, hogy lesz a rajzon olyan pont, melyben azonos szint élek keresztezik egymast.

* ko ok ok Xk

Legyenek a szinek (mondjuk) piros, kék és zold. A graf 6sszes csticsabol és a piros élekbdl allo grafot

nevezziik P-nek, a kék, illetve zold élekbdl allokat pedig K-nak, illetve Z-nek. (1 pont)
A P, K és Z grafoknak 0Osszesen annyi éle van, mint a 17 csicsi teljes grafnak, vagyis
(*]) = 136. (2 pont)

A harom graf koziil legalabb az egyiknek (mondjuk P-nek) igy legalabb 46 éle kell legyen, hiszen
ha mindharom grafnak legfeljebb 45 éle lenne, akkor a haromnak egyiitt legfeljebb 3 - 45 = 135 éle

lehetne. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy P nem sikbarajzolhatd, amibdl a feladat allitAsa mar kovetkezik. (1 pont)
Ha P sikbarajzolhaté lenne, akkor a tanult fels6 becslés szerint legfeljebb 3 - 17 — 6 = 45 éle
lehetne, (2 pont)
mivel P egyszerd graf. (1 pont)
Mivel azonban P-nek legalabb 46 éle van, P csakugyan nem sikbarajzolhato. (1 pont)

6. Egy 30 csiicst egyszerii grafban egy csics foka 17, egy masik cstics foka 13, az 6sszes tobbi fokszam
14. Mutassuk meg, hogy a grafbol el lehet hagyni egy élet vagy a grathoz hozza lehet venni egy élet
agy, hogy a kapott graf egyszerti maradjon és legyen Fuler-korsétaja.

* ok ok ok Xk

Legyen a 17 foku cstcs a, a 13 foka b. Ha a és b szomszédosak, akkor a koztiik levd él elhagyasaval
elérhetd, hogy a grafban (mely nyilvan egyszert marad) minden fok paros legyen, hiszen ekkor csak
a és b foka csokken eggyel, a tobbi fok valtozatlan marad. (1 pont)
Ha a és b nem szomszédosak, akkor behizhatunk kozéjiik egy élet dgy, hogy a graf egyszerd
maradjon, a kapott grafban ekkor is minden fok péros lesz, hiszen ekkor csak a és b foka né eggyel,

a tobbi fok valtozatlan marad. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy mindkét esetben Osszefiiggé grathoz jutunk, amibdél a tanultak szerint mar
kovetkezik, hogy olyan grafot kaptunk, melynek van Euler-korsétéaja. (1 pont)
Az él elhagyasaval kapott egyszert grafban van egy 16 foku csucs, igy az 6t tartalmazé komponens
legalabb 17 cstcsi. (2 pont)
Ha a grafnak lenne mésik komponense is, akkor az ezek szerint legfeljebb 13 csiicsot tartalmazhatna,
igy ott minden fok legfeljebb 12 lehetne (hiszen a graf egyszerii). (1 pont)

Legfeljebb 12 foku cstics viszont csak egy van (az, amelyik az él elhagyasa el6tt 13 foka volt), igy
ebben a komponensben legfeljebb egy csiics lehetne, de ekkor ennek a foka nem lehetne pontosan
12, a grafnak tehat csak egy komponense van, vagyis dsszefiiggd. (1 pont)



Hasonloan (bar valamivel egyszertibben) lathato be az él hozzavételével kapott graf Gsszefiiggdsége

is: itt lesz egy 18 foku cstucs, ennek komponense legalabb 19 cstcsi, (2 pont)
igy egy esetleges masik komponens legfeljebb 11 csicsot tartalmazna, vagyis itt a csticsok foka
legfeljebb 10 lehetne, ez pedig egyetlen csticsra sem teljesiil. (1 pont)

Az él elhagyasaval kapott graf egyszertiségét nem vizsgalo hallgatoktol (ezért) nem kell pontot le-
vonni.



