Bevezetés a szamitaselméletbe II.
2. zarthelyi po6tlasa — pontozasi dtmutato
2015. december 9.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért
az Gtmutatoé minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékit
megoldasdnak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazla-
tanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa
azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt
gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az atmu-
tatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatoban leirttol
eltérd jo megoldas természetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az alairas megszerzéséhez a zarthelyiken kiilon-kiilon legalabb
18 pontot, a két zarthelyin &sszesen legalabb 48 pontot kell elérni. A vizsgajegybe a dolgozat
pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy graf cstcsai az 1 és 99 kozti egész szamok, két kiilonb6z6 szamot Gsszekotiink, ha van
ketténél nagyobb kozos osztojuk. Hatarozzuk meg a graf kromatikus szamat.
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A harommal oszthato szamok klikket alkotnak a grafban, (2 pont)
hiszen barmelyik kettének a legnagyobb koz0s osztoja legalabb 3. (1 pont)
A graf klikkszama igy legalabb 33, tehat a kromatikus szam is legalabb 33. (1 pont)
Megadunk egy szinezést 33 szinnel: szinezziik a k. szinnel a 3k — 2, 3k — 1 és 3k szamokat
kE=1,2,...,33 esetén. (2 pont)

Megmutatjuk, hogy igy csakugyan a graf egy jo 33-szinezését kaptuk. Minden csicsot megszi-
neztiink, egy szinosztalyba pedig mindig harom olyan szam keriil, amik nincsenek 6sszekotve a
grafban, hiszen koziiliikk barmelyik kettének a kiilonbsége legfeljebb 2, igy a legnagyobb kbzos
osztojuk sem lehet nagyobb 2-nél. (3 pont)
A kromatikus szam igy legfeljebb 33, a korabbi becslés miatt tehat pontosan 33. (1 pont)

2. Mutassuk meg, hogy létezik olyan 7 csticsi, 8 éli egyszeri graf, amely nem intervallumgraf.
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Legyen G az a graf, melyet egy hét cstacsu korbdl kapunk (2 pont)
gy, hogy Osszekotiink két cstucsot, melyek kozti legrovidebb at a kéron 3 élbsl &ll. (2 pont)
G egyszerii graf, 7 csicsa és 8 éle van, megmutatjuk, hogy nem intervallumgraf. Ismert, hogy
minden intervallumgrafnak azonos a klikkszama és a kromatikus szama, igy elég, ha belatjuk,

hogy ez G-re nem teljesiil. (2 pont)
Mivel G-nek van paratlan kore (a hét cstcst kor), G nem péaros graf, a kromatikus szama
tehat legalabb 3. (2 pont)



G-ben azonban nincs haromszog, vagyis a klikkszama legfeljebb (mivel van éle, persze pontosan
is) 2. (1 pont)
Valoban, ha lenne G-ben haromszog, akkor az tartalmazna az 5 darab 2 foku cstcs valamelyi-
két, ezekre azonban teljesiil, hogy a két szomszédjuk nincs Gsszekotve (hiszen a tavolsaguk a
koron 2). (1 pont)

A sikertelen, de valamennyire céliranyos probéalkozasokért is jarhat pont, legfeljebb 3. A feladat
megoldasdban valojaban nem el6remutato, kontextus nélkiili allitasokért nem jar pont.

3. Egy 10 csiicsu, egyszerii G grafban minden cstcs foka 3. Mutassuk meg, hogy ha a(G) = 5,
akkor G paros graf.
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Legyen X egy maximalis fiiggetlen ponthalmaz a grafban, ekkor | X| = 5. Mivel minden cstcs
foka 3, az X-beli csiicsok fokosszege 15. (2 pont
Az X-beli csticsokba vezetd élek mind X és X kozt mennek, hiszen X fiiggetlen, (
igy X és X kozt pontosan 15 ¢l megy. (
Mivel a grafban éppen ennyi él van (1 pont
(hiszen a grafban a fokok sszege 30), (
G Osszes éle X és X kozott megy, vagyis G valoban péaros graf. (

4. Adjunk meg az alabbi grafban egy minimélis lefogd ponthalmazt.
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Els6 megoldas. A koéréon minden mésodik cstcsot véve egy 4 elemi X lefogd ponthalmazt

kapunk (mivel a maradék csiicsok kozt nem megy él). (3 pont)
A kor minden masodik élét véve pedig 4 élii parositast kapunk, (2 pont)
vagyis a v < T egyenlGtlenség szerint (mely minden grafban teljesiil) (2 pont)
a grafnak nem létezik 4 csucsunél kisebb lefog6 ponthalmaza, (2 pont)
igy X minimalis lefogd ponthalmaz lesz. (1 pont)

Masodik megoldas. A korén minden masodik csticsot véve egy 4 elemt X lefogd ponthalmazt

kapunk (mivel a maradék csucsok kozt nem megy él). (3 pont)
A grafnak 16 éle van és minden csics foka 4, igy minden lefogbé ponthalmaz legalabb 4 csticsot
kell, hogy tartalmazzon, (3 pont)
hiszen egy legfeljebb 3 elemi csicshalmazra legfeljebb 12 él illeszkedne. (3 pont)
X tehat minimélis lefogd ponthalmaz lesz. (1 pont)

Megjegyzés. G paros graf (egész pontosan izomorf K, 4-gyel), igy nem megleps, hogy v = 7
teljesiil ra.

5. Egy 99 cstiicst grafnak van két olyan Hamilton-kore, melyeknek nincsen kozos éle. Mutassuk
meg, hogy a graf élkromatikus szama legalabb 5.
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99 cstcst grafban minden Hamilton-kérnek 99 éle van, igy a két éldiszjunkt Hamilton-kornek

Osszesen 198. A grafnak igy legalabb 198 éle lesz. (3 pont)
Tetsz6leges élszinezés minden szinosztilya parositas, ami egy 99 csicsi gratban legfeljebb 49
élbél allhat. (4 pont)
Ha tehat a a graf éleit meg lehetne jol szinezni 4 szinnel, akkor a 4 szinosztalyban legfeljebb
4-49 = 196 él lehetne, ami ellentmondés, hiszen a grafnak legalabb 198 éle van. (3 pont)

6. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy maximalis folyamot és egy minimalis s-t vagast.

A kovetkezd f folyam értéke 26: f(sa) = 13, f(sd) = 13, f(ab) = 11, f(af) = 2, f(bc) =
10, f(be) =1, f(ct) = 14, f(cf) =0, f(de) =9, f(dc) =4, f(ef) = 10, f(ft) = 12. (4 pont)

Az s, a, b cstucsok altal meghatéarozott vagas kapacitasa az sd, af, be, be élek 6sszkapacitésa, azaz

szintén 26. (3 pont)
Tudjuk, hogy barmely folyam értéke legfeljebb akkora lehet, mint tetszéleges vagas kapaci-
tasa, (1 pont)
igy a 26 értékd vagas bizonyitja, hogy a megadott folyam maximaélis, (1 pont)
a 26 értéki folyam pedig bizonyitja, hogy a megadott vagas minimalis. (1 pont)

Az utolsé 3 pont annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximaélis
és a megadott vagas minimalis. (Példaul ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximalis”
onmagaban nem érdemi indoklas.) A folyam maximalitasa mellett természetesen lehet gy is
érvelni, hogy a 26 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javitd
ut. A javitoéutas algoritmus helyes alkalmazasaért akkor is komoly részpontszamok adhatok, ha
a végeredmény nem helyes (persze gy6zodjiink meg rola, hogy nem elvi hibarél van sz6). Nem
jar érdemi pontszam ugyanakkor taldlomra vett folyamok és/vagy vagasok keresgéléséért, ha
ez nem vezet eredményre.



