Bevezetés a szamitaselméletbe II.
2. zarthelyi — pontozasi dtmutato
2015. november 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért
az ttmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd
megoldasidnak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximdalis pontszamot éré megoldas vazla-
tanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa
azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény
a megoldasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az atmutatoban feltiintetett
pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes
mértékben a javitd hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdsl a dolgozatban leirt
gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az atmu-
tatoban szerepl6 részpontszdmok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban lefrttol
eltérd jo6 megoldas természetesen maximélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az alairas megszerzéséhez a zarthelyiken kiilon-kiilon legalabb
18 pontot, a két zarthelyin Osszesen legalabb 48 pontot kell elérni. A vizsgajegybe a dolgozat
pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Egy gréf csicsai az 1 és 100 kozti egész szamok, két kiilonboz6 szamot Osszekdtiink, ha van
egynél nagyobb kozos osztojuk. Hatarozzuk meg a graf kromatikus szamat.
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A paros szamok klikket alkotnak a grafban, (2 pont)
hiszen barmelyik kett6nek a legnagyobb koz0s osztoja legalabb 2. (1 pont)
A graf klikkszama igy legalabb 50, tehat a kromatikus szam is legalabb 50. (1 pont)
Megadunk egy szinezést 50 szinnel: szinezziik a k. szinnel a 2k — 1 és 2k szamokat
k=1,2,...,50 esetén. (3 pont)

Megmutatjuk, hogy igy csakugyan a graf egy j6 50-szinezését kaptuk. Minden cstcsot
megszineztiink, egy szinosztalyba pedig mindig két szomszédos szam keriil, amik nincsenek
Osszekotve a grafban, hiszen két szomszédos szam mindig relativ prim. (2 pont)
A kromatikus szam igy legfeljebb 50, a korabbi becslés miatt tehat pontosan 50. (1 pont)

2. Létezik-e 5 csuicsu, 8 éld intervallumgraf? (A valaszt természetesen indokoljuk is.)
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A vélasz igen, megfelel§ intervallumrendszerrel megadott graf esetén jar a 10 pont. Kétféle 5
cstcst, 8 éli egyszeri graf 1étezik, ebbdl az egyik (amikor két csatlakozé él hianyzik a teljes
grafbol) lesz intervallumgraf. Ha valaki rajon, hogy ehhez a grafhoz kéne intervallumrendszert
keresgélni, az 3 pontot kapjon, ha arra is rajon, hogy a masik nem j6, az tovabbi 2 pont. A
sikertelen, de valamennyire céliranyos probélkozasokért is jarhat pont, legfeljebb 2. A feladat
megoldasdban valojaban nem el6remutato, kontextus nélkiili allitasokért nem jar pont.

3. A VIK-es golyabalon 10 lany és 158 fiti vesz részt. A szervezdk ennek megfelelGen 10 (fia-lany)
part szeretnének Osszeallitani a nyitotanchoz. Természetesen mindenki csak olyan partnerrel



hajland6 tancolni, aki szimpatikus neki. A lanyokrol tudjuk, hogy mindegyikiiknek legaldbb 9
fin szimpatikus, a fitkrol csak annyit tudunk, hogy az egyikiiknek pontosan 6 lany szimpatikus
(a szimpatia minden esetben kolcsonos). Biztosan ssze tudjak-e allitani a szervezdk a 10 part?
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Legyen L a lanyok, F' a fitk halmaza és legyen G az a paros graf, melynek L és F' az osztalyai,
két csiics kozott pedig akkor vezessen él, ha a megfelels fia és lany szimpatikusnak talalja
egymast. A feladat annak eldontésével ekvivalens, hogy ebben a paros grafban van-e L-et fedd

parositas. (1 pont)
A Hall-tétel szerint ehhez elég azt belatni, hogy minden X C L esetén |N(X)| > |X|. (1 pont)
Ha | X| <9, akkor ez teljesiil, hiszen minden L-beli csics foka legalabb 9. (2 pont)
Az | X| = 10, vagyis X = L esetet kell még ellendrizniink. (1 pont)
Ha létezik L-ben legalabb 10 foku v cstcs, akkor persze |[N(X)| > 10 = | X]. (1 pont)
Ha L-ben minden csics foka pontosan 9, akkor elképzelhets, hogy |N(X)| = 9, de csak akkor,
ha mind a 10 L-beli csiics ugyanazzal a 9 F-belivel van 6sszekotve. (2 pont)
Ekkor azonban minden F-beli cstcs foka vagy 10 vagy O lenne, ez pedig lehetetlen, hiszen
tudjuk, hogy van F-ven 6 foku cstcs. (2 pont)
010100101
101011000
4. Egy paros graf két pontosztilya legyen A = 001010000
{al,ag,...,ag} és B = {bl,bg,...,bg}. Minden 1 < 1 < 9 110100011
és 1 < j <9 esetén a; akkor legyen szomszédos b;-vel, ha 100011000
a jobbra lathatd méatrix ¢-edik sordnak és j-edik oszlopanak 001010000
keresztez6désében allo elem 1-es. Adjunk meg a grafban egy 000100111
maximélis parositast és egy minimalis lefogd csicshalmazt. 001011000
110000110
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A matrix alapjan konnyen ellenérizhets, hogy aq, ay, az, ag, by, bs, bs, bg lefogd ponthalmaz G-

ben (a nem érintett sorok és oszlopok keresztezédésében ugyanis minden elem 0). (4 pont)
Az (ay,bs), (ag,b1), (as, bs), (as,bs), (as, bs), (a7, b7), (as, bs), (ag, bg) élhalmaz egy 8 elemi péro-
sitas. (3 pont)

A megadott lefogd ponthalmaz, illetve parositas bizonyitja, hogy 7(G) < 8, illetve v(G) > 8,
ahonnan a v(G) < 7(G) Osszefiiggés szerint v(G) = 7(G) = 8 és igy a megadott parositas
maximalis, a megadott lefog6 ponthalmaz pedig minimaélis. (3 pont)
A maximalis parositast és a minimalis lefogd ponthalmazt természetesen érdemes az el6adason
tanult javitoutas algoritmussal keresni; azonban (ahogy az a fentiekbdl is latszik) egy teljes
értéki megoldashoz nem feltétleniil sziikséges (bar az esetleges hibak miatt mégis célszerti)
ennek a lépéseit dokumentalni. Ha valaki a javitoutas algoritmust hasznalja, akkor a parositas
maximalitasa mellet érvelhet tgy is, hogy mar nincs tobb javitout a grafban. Hasonléan, a
javitoutas algoritmus kimeneteként kapott lefogdé ponthalmaz minimalitasa mellett is lehet igy
érvelni. Ha valaki az algoritmust hasznalja, de hibazik, akkor probaljuk eldonteni, hogy elvi
hibarol vagy egyébrol (pl. elirds) van-e sz6. Az el6bbi esetben szigoruan jarjunk el.

5. Egészitsiik ki az el6z6 feladat grafjat két nem csatlakozo éllel tetszGlegesen (a graf tehat
nem feltétlen marad péaros vagy egyszerti). Mutassuk meg, hogy a kapott graf élkromatikus
szama legfeljebb 6.
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Az eredeti graf paros, igy az élszinezésre vonatkozd Kénig-tétel szerint az élkromatikus szama
a maximaélis fokszam, vagyis 5 lesz, (4 pont)



vagyis létezik egy jo b-élszinezése. (1 pont)
Szinezziik az élek behiizasa utani grafban az eredeti graf éleit ennek az 5-szinezésnek megfele-

16en, (2 pont)
az ujonnan hozzavett élek pedig kapjanak egy 6. szint. (2 pont)
Ez j6 élszinezés lesz, hiszen a két 1j él nem csatlakozo, vagyis a graf éleit csakugyan meg tudjuk
szinezni jol 6 szinnel. (1 pont)

Természetesen elképzelhets, hogy graf 5 szinnel is élszinezhets lesz, ezzel azonban nem kell
foglalkoznunk.

6. Adjunk meg az alabbi hal6zatban egy maximaélis folyamot és egy minimalis s-t vagast.

A kovetkezo f folyam értéke 16: f(sa) =8, f(se) = 2, f(sd) = 6, f(ab) =4, f(af) =4, f(bc) =

7, fct) = 8, f(de) = 1, f(de) = 5, f(eb) = 3, f(ef) = 4, F(f) = 5. (4 pont)
Az s,d cstcsok altal meghatarozott vagéas kapacitasa az sa, se, dc, de élek Gsszkapacitasa, azaz
szintén 16. (3 pont)
Tudjuk, hogy barmely folyam értéke legfeljebb akkora lehet, mint tetszGleges vagas kapaci-
tasa, (1 pont)
igy a 16 értékd vagas bizonyitja, hogy a megadott folyam maximalis, (1 pont)
a 16 értéki folyam pedig bizonyitja, hogy a megadott vagas minimaélis. (1 pont)

Az utolsé 3 pont annak jar, aki (érdemben) indokolja, hogy a megadott folyam maximaélis
és a megadott vagas minimalis. (Példaul ,a Ford-Fulkerson tétel miatt a folyam maximaélis”
onmagaban nem érdemi indoklas.) A folyam maximalitasa mellett természetesen lehet gy is
érvelni, hogy a 16 értéki folyamhoz tartozo (helyesen felrajzolt) segédgrafban mar nincs javitd
ut. A javitoutas algoritmus helyes alkalmazasaért akkor is komoly részpontszamok adhatok, ha
a végeredmény nem helyes (persze gy6zidjiink meg rola, hogy nem elvi hibarél van sz6). Nem
jar érdemi pontszam ugyanakkor taldlomra vett folyamok és/vagy vagasok keresgéléséért, ha
ez nem vezet eredményre.



