A BFS algoritmus*

A BFS (Breadth First Search, magyarul Szélességi keresés) algoritmus egy adott G graf
adott s pontjdbSl meghatdrozza az sszes v csucs #(v) tdvolsdgét — vagyis az s-bl v-be
vezet6 legrovidebb ut hosszat (ha ilyen tt egyéltalan van). Itt az Gt hossza alatt egyszerlien
az utat alkoto élek szamat értjilkk. Ezzel egyiitt azt is eldonti, hogy a graf dsszefiiggs-e,
illetve ha nem az, akkor meghatdrozza az s-et tartalmaz6 komponens csucsait. Az eljarast
szamos Osszetettebb grafelméleti algoritmus is hasznalja szubrutinként.

A BFS algoritmus miikédésének alapotlete rendkiviil egyszer(i: ha mar megtalaltuk
az s-t61 0,1,...,t — 1 tavolsagra 1évd csucsokat, akkor a ¢ tdvolsdgra 1év6k éppen azok,
amelyek ezek kozott nem szerepelnek, de szomszédosak egy ¢ — 1 tdvolsdgra lév6vel. Az
s-t61 0 tavolsagra nyilvdn csak maga s van. Igy az eljdrds elszor megkeresi az 1 tévol-
sdgra 1évd, vagyis s-sel szomszédos pontokat. Majd az ezek koziil valamelyikkel, de s-sel
nem szomszédos csucsokat 2 tavolsdgra 1évének nyilvanitja. Ezek utdn a 2 tavolsigra
1év8k valamelyikével szomszédos, de eddig nem érintett csticsokat 3 tdvolsdgra 1évének
nyilvénitja, stb.

Persze az algoritmus az s-t6l azonos tdvolsagra 1év6 csicsokat nem tudja egyszerre
bejarni, igy ezek kozott is kialakit egy (véletlenszerti) sorrendet. Igy végiil is az osszes,
s-sel egy komponensbe tartozé csicsot felsorolja valamilyen sorrendben.

Az aldbbi pszeudokdddal a fenti, szemléletes képnél kicsit pontosabban is leirjuk a
BEFS algoritmust. Az eljards a miikodése sordn az aldbbi adatokat tartja nyilvan:

b(i) (i=1,2,...): az i-edikként bejart cstics

t(v) (veV): vtavolsiga s-t6l

m(v) (v € V,v#s) : av-t megel6zG cstcs az algoritmus dltal megtalalt, s-bSl v-be
vezetd legrovidebb udton

Jj: az eddig bejart csticsok szama

k: a jelenleg aktiv cstics sorszdma a b(1),b(2),... sorozatban

BFS ALGORITMUS

Bemenet: Egy G = (V,E) grif és egy s € V csics

1 Je Lk« 1;b(1) s
2 t(s) + 0;mindenv € V, v # s-re (v) + *
3  ciklus
4 ha a b(k) csticsnak van olyan v szomszédja, amelyre ¢(v) = *, akkor:
5 jej+1
6 b(j)«v
7 t(v) < t(b(k)) +1
8 m(v) < b(k)
9 kiilonben:
10 ha k = j, akkor:
11 stop
12 kiilonben:
13 k—k+1

14 ciklus vége
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Az eljards miikodését az alabbi grafon illusztraljuk:

a b

S 8

Lefuttatva az algoritmust az aldbbi adatok keletkeznek:

v a b ¢ d e g
tv) 0 2 3 1 3 4

v s a b ¢ d e g
m(v) ¢c a s ¢ a b s

Természetesen ez csak az egyik lehetséges helyes futdsa az algoritmusnak: attdl fiig-
gben, hogy az éppen aktudlis cstics még bejaratlan szomszédait milyen sorrendben veszi
sorra, a BFS-nek szdmos mas helyes futisa is elképzelhetd.

Az eljarasban az m(v) véltozok szerepe az, hogy az s-bsl az egyes csicsokba vezetd
legrovidebb utaknak ne csak a hossza, hanem az ilyen utak egyike is kiolvashat6 legyen a
kimenetbdl. Valoban: egy tetszdleges v cstcsbol az m(v),m(m(v)), ... sorozaton haladva
mindig eggyel csokken a s-t31 vett tdvolsdg, gy végiil #(v) 1épésben ériink el s-be. Példaul
a fenti graf esetében az f csiicsbdl az m(f) = b, m(b) = a, m(a) = ¢, m(c) = s 1épésekkel
val6ban ¢(f) = 4 hosszi tton jutunk el s-be.

Az algoritmus helyességének belatdsdhoz konnyd végiggondolni, hogy az a miikodé-
se soran végig fenntartja a kovetkezd (az 1-2. sorok végrehajtasa utdn rogton teljesiils)
tulajdonsagokat:

e har(v) # *, akkor s-b8l v-be vezet olyan #(v) hosszdsdgu tt, amelynek (v # s esetén)

az utolsé el6tti csicsa m(v);
e hat(v) # %, akkor s-bGl v-be nem vezet #(v)-nél rovidebb ut.



Emellett az algoritmus ledlldsa utdn azoknak a v csucsoknak a C halmaza, amelyekre
t(v) # * éppen az s-bdl titon elérhetS pontok halmaza — vagyis az s-et tartalmazé kompo-
nens csicshalmaza. Valéban: minden v € C cstics egyrészt nyilvan elérhetd s-bdl, mas-
részt mivel v az eljards egy pontjan az éppen aktiv cstcs volt, igy nem lehet C-be nem
tartoz6 szomszédja. Igy a G graf pontosan akkor Gsszefiiggs, ha C = V(G).

Minden algoritmus, igy a BFS esetében is fontos meggondolni annak a 1épésszamat.
Mivel a BFS eljaras szempontjabdl a padrhuzamos és hurokélek érdektelenek, ezért felte-
hetjiik, hogy a bemenetként kapott G graf egyszer(i. Tegyiik fel tovabbd, hogy G gy van
megadva, hogy minden v csicshoz tartozik egy lista, amely felsorolja a v szomszédait. A
grafoknak ezt az igen egyszerli megadasi médjat szomszédsdgi listdnak (adjacency list)
szoktak nevezni. (Itt most eltekintiink az implementacidnak a tovabbi technikai részlete-
it6] — mint példdul hogy a csticsok szomszédait sorold listdkat hogyan praktikus tarolni.)
Ezt hasznédlva minden €l kett&vel noveli a listdk 6sszhosszat, az él mindkét végpontjanal
eggyel-eggyel. Igy egy m élii gréfra a listak 6sszhossza 2m. (A bemenet mérete valéjaban
ennél tobb, mert egyrészt minden csicshoz el kell tarolni a hozza tartozo lista kezdetének
helyét, masrészt minden egyes listaclem is elfoglal valamennyi helyet a memoériaban — de
ezektdl a technikai részletektSl ismét eltekintiink.)

A BFS eljarés a v cstcs aktivvd vélasakor (vagyis amikor b(k) = v bekovetkezik) a v-re
illeszkedd éleket vizsgdlja végig és igy d(v)-vel, v fokszdmaval ardnyos 1épést tesz. Mivel
az Osszes pont fokdnak Osszege a graf élszdimdnak kétszerese, ezért elmondhatd, hogy a
BFS egy m élt grafon legfoljebb ¢ - m futdsidd utdn megll (ahol ¢ valamilyen rogzitett
konstans). Mivel a bemenetben is 2m volt a csicsokhoz tartozé listak 6sszhossza, ezért
elmondhatjuk, hogy a BFS nagyon hatékony, linearis futdsidejd algoritmus.

Fontos azonban rogziteni, hogy az élszdmmal ardnyos futdsidd garantdldsdhoz a beme-
net megaddsanak mdédja egydltaldn nem mellékes koriilmény. Tegyiik fel példaul, hogy G
szomszédsdgi mdtrixszal (adjacency matrix) van megadva — vagyis V(G) = {vi,va,...,v,}
esetén egy olyan n x n-es A(G) métrixszal, amelyben minden 1 < i, j < n-re az i-edik sor
és a j-edik oszlop keresztez8désében 4ll6 elem a v; és v; kozott futd élek szdma. (Ez tehdt
0 vagy 1, ha tovabbra is feltételezziik, hogy G egyszerd.) Ez azért Iényeges kiilonbség,
mert a szomszédsdgi listdhoz képest a szomszédsagi matrixban egy v; csics szomszédai
sokkal kevésbé konnyen elérheté médon allnak rendelkezésre, végig kell értitk pasztaz-
nunk az A(G) teljes i-edik sordt (vagy oszlopat). Igy a BFS eljarisban mar nem elég
d(v;)-vel ardnyos id6t forditanunk az éppen aktiv v; csiicsra, hanem csdcsonként c - n,
osszesen ¢ - n’ 1épésszamot kapunk. Mas kérdés, hogy mivel A(G) egy n x n-es métrix,
ezért ebben az esetben az input mérete is n>-tel ardnyos (hiszen egyszerii grafra csticspa-
ronként 1 bitnyi informdaciét kell tarolnunk), igy az algoritmus ekkor is linedris futdsideji
— annak ellenére is, hogy a grafot hatékonyabban tarolva jobb futdsid6t is elérhettiink
volna.

Tanulsagként azt vonhatjuk le, hogy egy algoritmus futdsidejének pontos elemzésekor
olyan, elsdre taldn technikai részletkérdésnek tind szempontokat is figyelembe kell ven-
niink, mint az input megaddsdhoz haszndlt adatstruktira. Azt azonban gyakran mar egy
feliiletes, a részleteket figyelmen kiviil hagyo elemzéssel is megallapithatjuk, hogy a vizs-
galt algoritmus polinomidlis futdsidejti, vagyis alkalmazasokban hatékonynak tekinthetd.



A BFS-fa

A BFS algoritmus fenti példan val6 futtatasabdl kiilon figyelmet érdemel az utolsé tabla-
zat — dltaldban pedig azok az élek, amelyek minden v # s esetén v-t m(v)-vel kotik dssze.
A fenti dbra grafjira ezek az alabbi dbran lathatok (a tobbi élt szaggatott vonallal jeldltiik).

a b

Megfigyelhetd, hogy a széban forgé élek egy fat, mégpedig az input G graf s-et tartal-
maz6 C komponensének egy feszitofajat alkotjak. Ez dltalaban is igy van: a C csicshal-
mazon a minden v csdcsra v-t m(v)-vel 6sszekotd élek alkotta F graf egyrészt osszefiiggd,
hiszen minden C-beli csticsbol F €lein eljuthatunk s-be, igy barmely két C-belibdl is egy-
masba. Madsrészt F kormentes is, mert a BFS eljards a miikodése soran folyamatosan
fenntartja azt a tulajdonsagot, hogy az F'-be addig bekeriilt élek kdrmentes részgrafot al-
kotnak: valéban, amikor (a 8. sor végrehajtdsakor) m(v) értéket kap, akkor v elséfokd
az addig megtaldlt F-beli élek grafjaban (hiszen csak m(v)-vel szomszédos), igy egyetlen
kor sem tartalmazhatja az Gjonnan F-be keriilt v és m(v) kozotti €lt.

Az igy kapott F fat BFS-fdnak nevezziik; ez tehat osszefiiggd G esetén feszitdfija
G-nek és barmely v cstcsra az s-et v-vel 0sszekotd F-beli ut a legrovidebbek egyike az
s-bdl v-be vezetd G-beli utak koziil.

BFS algoritmus iranyitott grafban

A graf fogalmanak bevezetését olyan alkalmazdsok motivaltdk, amelyekben egy (véges)
halmaz elemei kozotti, paronkénti kapcsolatok jatszanak szerepet. A graf csticsai lehettek
példaul egy tarsasag tagjai és az €lek a koztiik 1év6 ismeretségek; vagy a csicsok lehettek
egy térkép csomdpontjai és az élek az ket 0sszekotd dtszakaszok; vagy a csicsok egy
szamitogép-halézat csomdpontjai és az élek a koztiik 1évs kozvetlen dsszekottetések, stb.
Azonban nagyon gyakoriak az olyan alkalmazasok is, amelyekben az elemek kozotti kap-
csolatok nem (feltétlen) szimmetrikusak. Igy példaul egy térsasg tagjai kozott lehetnek
nem kolcsonos ismeretségek (ha példaul jelen van egy kozismert ember), egy térképen
lehetnek egyiranyu utszakaszok és egy szamitogépes hdl6zatban is el6fordulhat, hogy két
csomépont kozott csak egyiranyd kommunikacié lehetséges. Ezeket a helyzeteket irdnyi-
tott grdfokkal modellezhetjiik.

Egy irdnyitott graf tehat szintén csicsokbol és élekbdl all, azonban minden élnek ira-
nya is van: nem elég informdcid, hogy az e él az u és a v csticsok kozott halad, tudnunk



kell azt is, hogy az u-bdl a v-be, vagy a v-bdl az u-ba mutat. (Természetesen nincs akada-
lya annak sem, hogy egy irdnyitott graf az u — v és a v — u éleket is tartalmazza — sét,
barmelyiket akdr tobb példanyban is, hasonléan az irdnyitatlan grafokban megengedett
pérhuzamos élekhez.) Rajzban az irdnyitott éleket egyszerlien nyilakkal szokds jelezni;
igy példaul az alabbi abran egy irdnyitott graf lathatd.
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Az adott pontbdl induld legrovidebb irdnyitott utak megtaldldsanak feladata alkalma-
zasokban szintén gyakran felmeriil probléma. (Irdnyitott it alatt nyilvan olyan utat ér-
tilnk, amelyen végighaladva sosem megyiink szembe az élek irdnyitdsdval.) Ez a feladat
példaul akkor, ha egy egyiranyu linkeket is tartalmazo6 szamitégép-halézatban szeretnénk
informaciot tovabbitani gy, hogy az adatcsomagok a lehet6 legkevesebb kozbiilsd cso-
méponton haladjanak at. Szerencsére ennek a feladatnak a megolddsdra nem kell va-
donatdj algoritmust kidolgoznunk, a BFS eljards ezt is megoldja. Ehhez csupan a fenti
pszeudokdd 4. sorét kell minimélisan médositani:

4 haab(k) csticsbdl vezet (irdnyitott) él olyan v csiicsba, amelyre ¢(v) = x, akkor:

Példaul a fenti irdnyitott grafra lefuttatva az eljarast az alabbi adatok keletkeznek (az
egyik lehetséges futdst feltételezve):

bii) s ¢ g e a b
% c d e f g
tv) 0 4 1 3 %




Léthat6, hogy itt mdr az f cstics nem elérhet s-bdl irdnyitott tton. Altaldban is igaz,
hogy a BFS eljdrés ledlldsakor azon v csdicsoknak a C halmaza, amelyekre 7(v) # *, ép-
pen az s-bél irdnyitott dton elérhetd pontok halmaza. Erdemes megfigyelni azt is, hogy a
BFS-t ugyancsak a fenti irdnyitott gréfra, de a d csticsbdl inditva a d-n kiviil csak az a, b, ¢
és e csticsok volnanak elérhet6k — vagyis az elérhet6 csicsok halmaza még akkor is nagy-
ban fiigg a kiindulépont valasztasatdl, ha a graf az élek irdnyitasat figyelmen kiviil hagyva
egyébként osszefiiggs. Igy az s-bdl elérhetd pontok C halmazit az iranyitott esetben mar
nem hivhatjuk komponensnek — ezt a fogalmat ilyenkor sokkal koriiltekint6bben kell
hasznalnunk (de ennek a részleteire itt nem tériink ki).

Az m(v) véltozdk szerepe a BFS eljdrds iranyitott véltozatdban nyilvan azonos a ko-
rédbbival: tetszSleges v cstcsra (legaldbbis azokra, amelyekre #(v) #  és igy m(v) is ér-
téket kapott) ezeket haszndlva 1épegethetiink vissza v-t8l s-ig, hogy egy s-bdl v-be vezetd
legrovidebb irdnyitott utat is megkapjunk. Ismét hasznos kiilon kiemelni azokat az iranyi-
tott éleket, amelyek m(v)-b8l v-be vezetnek valamilyen v-re: ezek (az élek irdnyitdsatol
most eltekintve) megint egy F fat alkotnak, amelynek csicshalmaza az s-bdl elérhetd
csucsokbdl 4ll és az F' élei mentén s-bol eljuthatunk az Gsszes tobbi cstcsba a lehetd
legrovidebb tdton (legaldbbis az ilyen utak egyikén). A BFS algoritmus fenti futdsabdl
szarmazo BFS fat az aldbbi dbra mutatja:




