Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi itmutato
2024. november 26.

Altaladnos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definicidok, tételek puszta leirdasa azok alkalmazéasa nélkil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna
kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tobb, egymastdl 1ényegesen kiillonb6z6 megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiitk. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbo6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszdm 0).

Az atmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttdl
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Legyen V = (b, by) az alabbi, R-beli by, b, vektorok generélt altere.

a) Mutassuk meg, hogy B = {b;, by} bazis V-ben.

b) Létezik-e olyan v € V vektor, amire [v]p = a? Ha igen, adjuk meg v-t. ([v]p a v vektor B bazis
szerinti koordindtavektorat jeldli.)

a) A by, by rendszer linedrisan fiiggetlen, mert nem létezik olyan A skalar, amivel az egyikiiket megszorozva
a masikat kapnank. (Val6ban: példaul A\b; = b, esetén az els6 harom koordinata ésszehasonlitasabol A = 2

ad6dna, ami viszont az utols6 koordindtakra nem miikodik.) (2 pont)
by, by nyilvan generdtorrendszert alkot V-ben, mert V' = (by, by). (1 pont)
Igy definicié szerint by, b, valéban bazis V-ben. (1 pont)
b) A koordinatavektor definicidja szerint [v|p = a azt jelenti, hogy v = 2b; — b,. (3 pont)
Ezt kiszémitva: v = (0,0,0,1)7. Igy erre a v-re [v]p = a valéban igaz (és v az egyetlen ilyen). (3 pont)

« sz

akkor ezért a meglatasért 1 pont adhaté — de persze csak akkor, ha ezzel a feladatra adott 6sszpontszam
nem haladja meg a 10-et.

2. A p valés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy az aldbbi egyenletrendszer megoldhaté-e és ha
igen, adjuk is meg az Gsszes megoldasat.

Try — 4$3 =3

QZEI — 81’3 + 51‘4 - 101‘5 = 26

51‘1 - 2!172 - 26I3 + 2!174 = 13
—3:81—35132+3£E3+6334 +p-xr5 = 0

1



* ok ok ok ok

A Gauss-eliminaciét alkalmazva a kovetkezoket kapjuk:

1 0 —4 0 01 3 1 0 —4 0 0 3
2 0 -8 5-10126 0O 0 0 5-10] 20
5 -2 -2 2 0131710 -2 -6 2 o0|-2|"
-3 -3 3 6 p |0 0 -3 -9 6 p 9
1 0 —4 0 0 3 1 0 -4 0 0] 3
0 -2 —6 2 0| =2 0 1 3 -1 01
0 0 0 5-10] 20 |~ 0 o 0 5 -10 120 |~
0 -3 -9 6 »p 9 00 0 3 p|12
1 0 -4 0 0 3
0 1 3 -1 0 1
0o0 0 1 -2 |4 |~ (2 pont)
00 0 0 p+6]0

Ha p # —6, akkor a negyedik sort (p+ 6)-tal osztva kapjuk a lépcsés alakot, majd az elimindciét a masodik
fazissal folytatva (tovabbi két elemi sorekvivalens 1épés utdn) a redukalt 1épesds alakot:

1 0 —4 0 013 1 0 -4 0 013

0 1 3 -1 011 0 1 3 0 0|5

00 o0 1 24| oo 01 04 (1+1 pont)

0 0 0 0 110 0 0 0 0 1|0
gy a p # —6 esetben végtelen sok megoldds van: z3 = a € R szabad paraméter és z; = 3+4a, 5 = 5—3a,
Ty =4 és x5 = 0. (2 pont)
Ha viszont p = —6, akkor a negyedik sor csupa nulla sor, igy ezt elhagyva kapjuk a 1épcsos alakot, majd
(tovabbi egy elemi sorekvivalens 1épés utan) a redukalt 1épcsés alakot:

1 0 —4 0 013 1 0 -4 0 03

0 1 3 -1 0|1 |~ 0 1 3 0 —-215 (141 pont)

0 0 0 1 -2 |4 0 0 0 1 —-2|4
Igy a p = —6 esetben is végtelen sok megoldds van: 3 = o € R és 25 = 8 € R szabad paraméterek és
1 =3+4a, 20 =5—3a+ 20 és xy =4+ 20. (2 pont)

A szamolasi hibak — egyébként elvileg j6 megoldés esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha a
hiba kévetkeztében a megoldds konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek 1ényegében megfeleltethetd része-
kért adhaté pont. Igy példdul, ha egy elszdmolds kovetkeztében az elsé 2 pontot (persze helyes szamolas
esetén) éré rész végén a negyedik sorban a jobb oldalon egy nemnulla érték jelenik meg és ezért a megoldd
arra az (ez alapjan helyes) kévetkeztetésre jut, hogy a p = —6 esetben nincs megoldas, az a pontozas
szerinti utolsé 1+ 1 + 2 pontbdl csak 1-et kaphat meg (az elsét). Ha egy megoldé (akar helyes) szamité-
sokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek nem célratoréek, nem mutatjak
egy helyes megoldas irdnyét, azért csak nagyon kevés pont (maximum 2-3) adhat6 az elvégzett munka
hasznossagatol fiiggden.

3. Futtassuk a Gauss-eliminaciénak a determinéns kiszamitasara szolgalo -2 -6 -10 0
valtozatat a jobbra lathaté bemenetre és adjuk meg a determinans érté- 1 3 2 0
két. (A feladat tehat nem csupén a determinans értékének a kiszamitasa, -3 -9 -l =2
hanem a tanult algoritmus futtatdsa és annak dokumentalasa.) ¢ 13 22—l

X ok ok ok ok

Az algoritmust a tanultak szerint futtatva:

-2 —6 —-10 O 13 5 0 13 5 0 135 0
1 3 2 0 00 -3 0 01 2 -1 01 2 -1
3 =9 —14 2|~ o0 1 27200 1 —2|=%|00 1 —2| (Tront)
4 13 22 -1 01 2 -1 00 -3 0 000 -6
A kapott fels6haromszog-matrix determindnsa (a féatlébeli elemek szorzata, vagyis) —6 (2 pont)
gy az eredeti métrix determindnsa (vagyis az algoritmus kimenete): —12. (1 pont)

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasolé szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determinansra
vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyaboél fakadoé elvi hibak viszont darabonként 4
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pont levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megold6 egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan
nem, vagy hibasan koveti a determindns megvaltozasat. Ha egy megoldé nem pontosan koveti a tanult
algoritmust (példaul leosztéas helyett az els6 két sor cseréjével kezdi a szamoldst), az — helyesen végigvitt
szamolast feltételezve is — ugyanilyen elvi hibdnak mindsiil, igy (darabonként) 4 pont levondst jelent
alkalmazdsa nem ér pontot (még hibatlan szamolds esetén sem). Ha esetleg egy megold6 a kifejtési tétel
alkalmazdsa utédn a kapott 3 x 3-as matrixok determinansat Gauss-eliminaciéval (vagy annak a lépéseivel)
hatarozza meg (és ezaltal demonstralja a feladat megolddsahoz sziikséges ismeretek meglétének legalabb
egy részét), az — helyes szdmolast és eredményt feltételezve is — legfljebb 4 pontot kaphat.

4. Létezik-e a p valos paraméternek olyan értéke, amire a jobbra lathatdo A mat- A= ( p 5 >

rixnak van inverze és A~! = A? Ha igen, adjuk meg p minden ilyen értékét. -3 -p
Xk % %k

Els6 megoldas. A~! = A az inverz métrix definiciéja szerint azt jelenti, hogy A- A = E. (3 pont)
2 _

Elvégezve a métrixszorzdst: A> = A- A = < b 0 o P2 9 15 ) (3 pont)

Igy A2 = E (vagyis A~' = A) pontosan akkor teljesiil, ha p*> — 15 = 1, (3 pont)

azaz p = 4 vagy p = —4. (1 pont)

Masodik megoldas. A 2 x 2-es méatrixok determindnsarél tanultak szerint det A = 15 — p?. (1 pont)

Igy a tanult tétel szerint A~! pontosan akkor létezik, ha 15 — p? # 0, vagyis ha p # 4+/15. (1 pont)

A~ let a tanult médon, Gauss-elimindciéval szamitjuk ki, elészor a p # 0 esetben:

(5 218 0~Ch ol =5 Pl i)

3/p 1 0 1 3/157;)2 10/15*])2
1 0| —Plis—p> —B/15-p?
< 0 1 3/15_]; p//15_pz > (3 pont)
A tanultak szerint A~! a fenti, a vonaltél jobbra esé méatrix. (1 pont)
Igy az A~! = A feltételbél sorra a —p/15-p> = p, ~5/15-p2 = 5, 3/15-p> = —3, végiil a p/15-p> = —p egyenletek
adodnak. (1 pont)
Ezeket rendezve (tovabbra is a p # 0 feltétel mellett) mind a négy esetben a p? = 16 egyenletet kapjuk.
fgya A" = A ap=4vagy p= —4 esetekben teljesil. (1 pont)

A p = 0 esetre kiilon elvégezve a szamolast:

0510N—3001N100—1/3 (1 pont)
-3 0|0 1 0 5/1 0 0 1]Ys 0 pon
A és A1 bsszevetésébdl 1athaté, hogy p = 0-ra A~! = A nem 4ll fenn, (1 pont)
figy végiil is A™' = A pontosan a p = 4 vagy p = —4 esetekben teljesiil. (0 pont)

A fenti pontozas szerinti els6 1+ 1 pont megszerezhetd gy is, ha A~! létezésének a feltételét az elimindcid
futtatasabol nyeri a megoldé. (Sét, p # 4+/15 konkrét kiszdmitésa helyett elegendé az eliminécié megfeleld
pontjan azt mondani, hogy —p+ 15/p = 0 esetén A~! nem létezik, igy ezzel az esettel nem kell foglalkozni.)
Ha azonban egy megoldas az inverz létezésének a kérdésével egyaltalan nem foglalkozik, az az els6 1 + 1
pontot elvesziti. Hasonldéan, a pontozéas szerinti utolsé 1 4+ 1 pont megszerezhetd tgy is, ha a megoldd a
p = 0 eset kiilon targyaldsa helyett az inverz meghatarozasara szolgald eliminaciét a két sor cseréjével
kezdi (akkor is, ha ezt minden kiilon indoklds nélkiil teszi) és ezzel elkertili az esetszétvalasztast.

5. A 10 x 20-as A matrix elsé tiz oszlopa altal alkotott 10 x 10-es matrixot jelolje A, az A utolsé tiz
oszlopa altal alkotott 10 x 10-es métrixot pedig jelolje As. Tudjuk, hogy r(A;) = 2 és r(Ay) = 3. Dontsiik
el, hogy az aldbbi allitdsokra melyik all fenn a kovetkezo lehetoségek koziil: az allitas biztosan igaz; vagy
az allitds biztosan hamis; vagy az allitas lehet igaz és hamis is (A vélasztasatél figgden). (Dontéseinket
természetesen indokoljuk.)

a) 1(A) > 6 b) r(4) > 4

* ook ok ok X

a) Az 4llitas (biztosan) hamis. Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy r(A) > 6. (0 pont)
Ekkor (az oszloprang definiciéja szerint) A oszlopai koziil kivalaszthatunk 6 darabot tigy, hogy ezek line-
arisan fliggetlen rendszert alkotnak. (1 pont)
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Mivel 6 > 2+ 3, ezért a kivalasztott 6 oszlop koziil vagy legalabb 3 tartozik A; oszlopai k6zé, vagy legalabb
4 tartozik As oszlopai kozé. (1 pont)
Mivel egy linearisan fliggetlen rendszer minden része is az, ezért mindkét esetben ellentmondasra jutunk:
vagy azért, mert A; oszlopai kozil kivalaszthat6 legaldbb 3 linedrisan fiiggetlen (ellentmondésban azzal,
hogy 1(A;) = 2); vagy pedig azért, mert A oszlopai koziil kivdlaszthat6 legaldbb 4 linedrisan fiiggetlen

(ellentmondésban azzal, hogy 1(A4s) = 3). (2 pont)
Ez az ellentmondas tehat bizonyitja, hogy r(A) > 6 hamis. (0 pont)
b) Az allitas lehet igaz és hamis is. (0 pont)

Ennek megmutatasdhoz elészor olyan példat mutatunk, amikor az allitas igaz. Legyen példaul A az a
matrix, aminek az elso nyolc és utols6 hét oszlopat csupa 0-kkal toltjiik ki, a 9-13. oszlopaiban pedig sorra az
R-beli standard bazis ey, . . ., e5 vektorai allnak (vagyis a 10 x 10-es egységmatrix els6 5 oszlopa).(0 pont)
Megmutatjuk, hogy ekkor r(A;) = 2 és 1(Ay) = 3 valéban igaz, emellett 1(A) = 5. Ez mindhdrom esetben
belathato példaul tgy, hogy a matrixoknak elhagyjuk a csupa nulla oszlopait, majd a kapott matrixnak
elhagyjuk a csupa nulla sorait. Ezek a lépések a tanultak szerint a rangot nem valtoztatjak. (1 pont)
Mivel ezzel mindhdrom esetben egy-egy egységmatrixot kapunk eredményiil (sorra 2 X 2-es, 3 X 3-as,
illetve 5 x 5-0s méretben), vagyis egy 1épcsés alaki méatrixot, ezeknek a rangja valéban a soraiknak (avagy
a vezéregyeseiknek) a szama (vagyis sorra 2, 3, illetve 5). (2 pont)
Most olyan példat mutatunk, amikor az allitas hamis. Ilyet nyerhetiink példaul az imént leirt matrixbol
tigy, hogy annak a 11-13. oszlopaiban e, ey, e5 € RV helyett az R'%beli standard bazis e;, ey, e5 vektorait
szerepeltetjik, de a matrix 0sszes tobbi oszlopat valtozatlanul hagyjuk. (0 pont)
Ekkor 1(A;) = 2 és r(Ay) = 3 az iméntivel azonos médon indokolhatd. (1 pont)
r(A) kiszamitdsdhoz pedig ismét hagyjuk el a csupa nulla oszlopokat és a keletkezé matrix csupa nulla
sorait. A kapott 3 x 5-6s matrix ismét 1épcsés alaku (aminek a vezéregyesei sorra az elsé, masodik, illetve
az 6todik oszlopaban vannak). Igy a korabbiakhoz hasonléan r(A) = 3. (2 pont)
Természetesen szamtalan mas j6 példa mutathaté arra is, hogy r(A) > 4 igaz és arra is, hogy nem az.
Ezeknek a pontozdsa minden esetben ugy alakul, hogy a konkrét példak megadasa onmagaban nem ér
pontot, a helyességiiknek az indoklasa pedig 3—3 pontot ér. Részpontszam csak akkor adhaté, ha a megoldd
vilagossa tette a célkitiizését — vagyis hogy az allitas igaz vagy hamis voltara kivan példat mutatni — és a
példaja ennek a célkit{izésnek valéban megfelel. Igy tehdt nem adhaté részpontszdm énmagéban arra, ha
a megoldé egy altala megadott 10 x 20-as A métrixra meghatdrozza r(A;), r(As) vagy r(A) értékét. (Ha
viszont ilyen ellendrzésekbol csak utdlag veszi észre, hogy sikeriilt példat mutatnia valamelyik esetre, az
természetesen nem baj, a megfelels részpontszam jar.)

6*. Jelolje M € RY*10 a7t a 10 x 10-es matrixot, aminek a mellékatléjdban — vagyis a jobb felsé sarkatol
a bal alsé sarkaig vezetd atlojaban — minden elem 2-es, M Osszes tobbi eleme pedig 1-es. Adjuk meg az
osszes olyan A € R0 matrixot, amire A - AT = M.

* ok ok ok X

A megoldést det M meghatarozasaval kezdjiik:

11 ... 1 2 211 ...1 211 ...1 1111 ...1
11... 2 1 121 ...1 -1 10 ...0 0 10...0
_ 112 ...1|_ (—1)- -1 01 ... 0] (—1)- 001 ...0=-_171.

L0 TS O N

21 ... 1 1 111 ... 2 -1 00 ... 1 0 00 ...1
Itt elOszor Ot sorcserét végeztiink: az els6t az utolsoval, a maésodikat a 9-edikkel, stb. Ez minden
alkalommal az ellentettjére valtoztatta a determinanst. Majd az elso sort kivontuk a tobbi kilenchbol, végiil
az elso oszlophoz hozzdadtuk a tobbi kilencet. Az utébbi 1épések a determinans értékét nem befolyasoltédk,
gy det M = —11. (3 pont
A determinénsok szorzastétele szerint M = A - AT-bol det M = det A - det AT kévetkezik. (

Mivel egy szintén tanult tétel szerint det A = det A7, (
mindezekb6l —11 = det M = (det A)? adddik. (3 pont
Ez nyilvan ellentmondas (hiszen det A valés szam), gy ilyen A métrix nem létezik. (



