Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2023. december 1.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékit megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatoéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttdl
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. A p és q valds paraméterek minden értékére adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldasainak szamat.
—X — 4.T2 + 3ZL’3 + 5ZE4 =0
2x1 + 5w —24x3+ 3p—1) x4 = 0
3x1 + 1729 + 22254+ (¢ — 5p) - x4y = 0
X ok ok x %

Els6 megoldas. A feladatbeli linearis egyenletrendszernek biztosan van megoldasa a p és ¢ minden érté-
kére: 1 = 29 = 23 = 24 = 0. (2 pont)
Ha egy linedris egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté, akkor (a tanult tétel szerint) ebben az egyen-
letek szdma legaldbb annyi, mint az ismeretlenek széma. Igy a feladatbeli egyenletrendszer biztosan nem
egyértelmilen megoldhat6 (mivel harom egyenletbdl all és négy ismeretlen van benne). (3 pont)
Minden linedris egyenletrendszerre igaz (a tanultak szerint), hogy vagy nincs megoldédsa, vagy egyértelmii-
en megoldhatd, vagy végtelen sok megoldasa van, (2 pont)
és a fentiek szerint az els6 két eset kizart, igy az egyenletrendszernek a p és ¢ minden értékére végtelen sok
megoldasa van. (3 pont)

Masodik megoldas. A Gauss-eliminaciét alkalmazva a kovetkezoket kapjuk:
-1 —4 3 5 0 1 4 -3 -5 0 14 -3 -5
( 2 5 =24 3p—1 O)N(O—S —-18 3p+9 O)w(Ol 6 —p—3 0)(2pont)
3 17 22 ¢q—5p|0 0 5 31 g—5p+15|0 00 1 g+3010

Ezzel elértiik a lépcsos alakot, majd az algoritmus végrehajtasat a masodik fazissal folytatjuk a redukalt
1épesds alakig: (0 pont)

0

1 4 0 3q + 85 0 1 0 0 4p+27¢+817 |0
(O 1 0 —p—6g—183 O)N(O 1 0 —p—6g—183 O) (2 pont)

0 0 1 q+ 30 0 0 0 1 q+30 0
A kapott redukélt 1épcsés alak szerint x4, = o € R szabad paraméter és x; = (—4p — 27q — 817) - a,
Ty = (p+6q+183) - aésx3=(—q—30)-a. (3 pont)
gy p és ¢ minden értékére végtelen sok megolddsa van az egyenletrendszernek. (3 pont)
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Ha egy megoldd akar a 1épcsos alak, akar a redukalt 1épcsés alak elérése utan abbahagyja a szamolast
és ugy érvel, hogy mivel tilos sor nem keletkezett az elsé fazis végén, viszont a negyedik oszlopban nincs
vezéregyes €és igy x4 szabad paraméter, ezért mindenképp végtelen sok megoldas lesz, az természetesen
teljes értékli megoldas és gy maximalis pontszamot ér. A szamolasi hibdk — egyébként elvileg j6 megoldés
esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. A redukalt 1épcsés alak helytelen értelmezése viszont elvi
hibdnak szamit, ilyen esetben a pontozés szerinti utolsé 3+3 pont elveszik. Ha egy megoldd (akar helyes)
szamitdsokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek nem célratoréek, nem
mutatjak egy helyes megoldds iranyat, azért csak nagyon kevés pont (maximum 1-3) adhaté az elvégzett
munka hasznossagatol fiiggden.
2. Legyen m = (5,2,6,1,4,3) (vagyis m az 1,2, ...,6 szadmoknak az a permutéacidja, amire m =5, my = 2,
..., T = 3). A 6 x 6-08 A méatrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztez6désében all6 elem
(1, haj>m,

“M—{o, ha j < m
minden 1 <, j < 6 esetén (vagyis minden i-re az i-edik sorban a m;-edik helyen és att6l jobbra mindenhol
l-es all, a m;-edik helyt6l balra pedig 0). Szamitsuk ki det A értékét a determindns definicidja szerint. (A
megoldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozé tételt vagy azonossagot, pusztan
a definiciéra alapozva hatarozzuk meg det A értékét.)

¥ ook ok ok X

A definicié szerint 6sszeadandoként szerepld szorzatok koziil nem kell figyelembe venni azokat, amik tar-

talmaznak 0 tényezOt, mert ezek értéke 0, igy 0-val jarulnak hozza a determinéns értékéhez. (1 pont)
Egy 0-t nem tartalmazé szorzatban a 3. sorbdl csak a 6. helyen all6 1-es valaszthato, mert m3 = 6 miatt a
sor els6 5 eleme 0. (1 pont)
Ezért az 1. sorbél mar csak az 5. helyen allo 1-es valaszthatd, mert m; = 5 miatt a sor els6 4 eleme 0 és a
6. oszlopbdl mar valasztottunk elemet. (1 pont)

Hasonldan: az 5. sorbol csak a 4. helyen all6 1-es valaszthatd, mert 75 = 4 miatt a sor elsé 3 eleme 0 és az
utolso két oszlopbdl mar valasztottunk elemet. Igy folytatva végil azt kapjuk, hogy az egyetlen nemnulla

szorzat épp a m permutacionak megfelelé szorzat. (2 pont)
Ennek a szorzatnak az értéke nyilvan 16 = 1, (1 pont)
az el6jeléhez pedig meghatérozzuk 7 inverzidszamat: I(r) =4+ 143404140 =9 (ahol az elemekhez
sorra a téle jobbra allg, néla kisebb elemek szdma szerepel 6sszeadandéként). (1 pont)
Mivel I(m) paratlan, a m-hez tartoz6 szorzat negativ eldjelet kap. (1 pont)

Igy definicié szerint det A = —1 (mert a 6! = 720 ésszeadandé koziil az egyik (—1), a tobbi 0). (2 pont)
Minden, a megoldast érdemben nem befolydsol6 szamolasi hiba, figyelmetlenség 1 pont levonast jelent.
A determinéns definici6ja ismeretének (akér részleges) hidnyara utal6 elvi hibédk azonban darabonként 4
pont levonast jelentenek.

3. Hatarozzuk meg az alabbi determinans értékét.

4 =3 1 1 1
-8 6 17 19 23
12 -9 1 1 1
) 4 1 1 1

2 2 1 1 1

x ok ok ok ok

Els6 megoldas. Vonjuk ki a harmadik oszlopot a negyedikb6l és az 6t6dikb6l. Ezek a 1épések (a tanultak

szerint) a determindns értékét nem valtoztatjik. (4 pont)
Ezzel a negyedik oszlop (0,2,0,0,0)7, az 6todik (0,6,0,0,0)7 lett. (1 pont)
Most vonjuk ki a negyedik oszlop haromszorosat az 6todik oszlopbdl. A determinans értékét ez a lépés
sem valtoztatja. (2 pont)
Ezzel az 6t6dik oszlop csupa nullava valtozott. (1 pont)
A csupa nulla oszlop miatt (a tanultak szerint) a determinds értéke 0 (és igy ugyanez igaz az eredeti
determindnsra is). (2 pont)



Masodik megoldas. Vonjuk ki az els6 sort a harmadikbdl, a negyedikbdl és az 6todikbdl. Ezek a 1épések
(a tanultak szerint) a determinédns értékét nem véltoztatjak. (3 pont)
A kapott matrixban a jobb alsé, hdromszor harmas részmatrix minden eleme 0. (1 pont)
Ha most ennek a matrixnak a determinansat a definicié szerint szamitjuk ki, akkor mindegyik bastyaelhe-
lyezéshez tartozo szorzat tartalmaz 0 elemet. Valéban: ha az utolsé harom sorbdl nemnulla elemet akarunk
valasztani, akkor ezt csak az elsé két oszlopbdl tehetjik meg; mivel azonban minden oszlopbdl csak egy

elemet lehet valasztani, ez lehetetlen. (3 pont)
Igy a definici6 szerinti kiszamitaskor 5! = 120 darab el6jelezett 0-t adunk 6ssze. Ezért a determinédns értéke
0 (és ugyanez igaz az eredeti determinansra is). (3 pont)

Harmadik megoldas. A Gauss-eliminacié determinansra vonatkozé valtozatat alkalmazzuk:
4 -3 1 1 1 1 =34 Ys s 14 1 =34 Yg Yy 1y
0 19 25

8 6 17 19 23 0 21 0 Ui 9% 91 Y
12 -9 1 1 1 |=4-]0 0 -2 -2 -2 |=(4-l0 0 -2 -2 2=
-5 4 1 1 0 i Ys Y1 Y 0 0 19 21 25

2 2 1 1 0 e Y2 12 1) 0 e 2 12 1)

T V7 VR Y/
9

1
0
o -2 -2 =2|=2-10 0 1 1 1 [=2-0=0.
0 19 21 25 0 o 0 2 6
0 0 -31 -31 31 0 o 0 0 0

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasolé szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determinansra
vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakadé elvi hibak viszont darabonként 4 pont
levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megoldé egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan nem,
vagy hibdsan koveti a determinans megvaltozasat. Kétes esetekben elvi hibanak tekintend6é minden olyan
hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldé a szoban forgd ismeretet helyesen probalta alkalmazni.
Aranyos részpontszam jar minden, a determinans kiszamitdsanak irdnyaba mutaté, hasznos lépésért. A
kifejtési tétel puszta alkalmazdsa (egyéb, tovabbi atalakitdasok nélkil) nem ér pontot, mert egyediil ezzel
a determinans meghatdrozasa nem valik konnyebbé az eredeti feladatnal.

3y Yy Yy 14
1 9 9 9

=(~1)-

4. a) A p valés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy létezik-e inverze az aldbbi A matrixnak, és
p-nek azokra az értékeire, amikre A~! 1étezik, adjuk is meg azt.
b) Azokra a p-kre, amikre A~! létezik, hatdrozzuk meg az (A™! — E) - (A% — A) + (A — E)? métrixot.

2 1
A_(2p p+1>

* ok ok ok ok

a)detA=2-(p+1)—2p=2 (a2 x 2-es determindns kiszamitasardl tanultak szerint). (1 pont)
Mivel det A # 0 igaz minden p-re, ezért (a tanult tétel szerint) A~! létezik a p minden értékére. (1 pont)
A~ let a tanult médon, Gauss-elimindciéval szamitjuk:
+1 1
P 1/2 ) (2 pont)

2 1 |1 0 1 2] 12 0 1 0
% p+1]0 1 0 1| -p 1 0 1| —p

A tanultak szerint A~! a fenti, a vonaltél jobbra esé matrix. (1 pont)
A tanultak szerint A~! létezése mellett tigy is érvelhetiink (illetve a fenti pontozds szerinti elsé 1+1 pon-
tot ugy is megszerezhetjiik), hogy mivel a Gauss-elimindci6é sordn a vonaltél balra a p minden értékére
egységmatrix keletkezett, ezért A=1 létezik a p minden értékére. A megoldast érdemben nem befolyssold
szdmolasi hibdk 1 pont levonast jelentenek, de az A~! szadmitdsdra vonatkozé alapismeretek teljes vagy
részleges hianyabol fakado elvi hibak darabonként 4 pontot.

b) (A1 —E)-(A2—A) = A1 A2- A A-E-A*+E-A=E-A-E— A+ A= —A*+2A— F.(2 pont)
(A-E?=(A-E)- (A-E)=A-A-A E-E-A+E?=A>-A—- A+ E=A%>-2A+ FE. (2 pont)
fgy (A'—E)- (A2 - A) +(A-FE? = -A2 4+ 24 - E + A*> - 2A + E = 0, vagyis az eredmény a

nullmatrix. (1 pont)
(A fenti szamitasokhoz a matrixokon végzett miiveletek tanult tulajdonsagait hasznaltuk: disztributivitas,
asszociativitas, a skalar szorzé kiemelhet&sége és az FE-vel végzett szorzas tulajdonsiga.) (0 pont)



A b) feladat természetesen megoldhatd az egyes tényezok kozvetlen kiszamitdsaval is:

2p+4 p+3 2p+2 p+2> <2p+1 p+1>
2 _ 2 4 _ 2
A _(2p2+6p p2—|—4p+1>’A A <2p2—|—4p p? + 3p (A= E) 20 +2p p*+2p

és (A7! — E) - (A% — A) az utébbi matrix ellentettje. Ha valaki igy dolgozik, akkor a fenti hdrom matrix
kiszamitdsa 1-1 pontot ér és az (A~! — E) - (A% — A) szorzat, valamint ezekbdl a végeredmény kiszdmitasa
tovabbi 1-1 pontot. (A~! — E kiszdmitasa 6Snmagdban nem ér pontot.) A megolddst érdemben nem befoly4-
sol6 szamoldsi hibdk 1-1 pont levonast jelentenek, de az A~! szdmitdsira vagy a matrixszorzas elvégzésére
vonatkozo alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakado elvi hibak darabonként 4 pontot.

5. Legfoljebb hanyat lehet kivalasztani az aldbbi, R*-beli z,y, z, u és v vektorok koziil gy, hogy a kivé-
lasztott vektorok linearisan fliggetlenek legyenek?

) —14 2 4 10

_ 3 B 21 | -3 | -6 | -11
L= 2 [ ¥~ 0 R s A IR IR T IR ICA Y |
1 2 6 17 -3

A keresett érték az ot felsorolt vektor egyesitésével keletkez6 4 x 5-0s métrix rangja (az oszloprang defini-

cibja szerint). (4 pont)
A rangot a tanultak szerint Gauss-eliminacioval hatarozzuk meg:
-2 —14 2 4 10 1 7 -1 =2 =5 1 7 -1 =2 =5
. 3 21 -3 -6 —11 | _ . 0 0 0 0 4 | . 0 1 1 3 -1
2 %5 -1 -1 —11 | 0 1 1 3 -1 | 0 0 0 0 4 |
-1 -2 6 17 =3 05 5 15 =8 05 5 15 -8
r 7 -1 =2 =5 1 7 -1 -2 =5
0113—1_0113—1_3?‘%_3:? 2 ot
“loo o o 4T oo o o [T o o 5 7 (3 pont)
0 0 0 0 -3 0 0 0 0 0
A kapott matrix 1épcsos alaki, igy a rangja a sorainak (avagy a vezéregyeseinek) a szama: 3. (3 pont)
Igy a felsorolt 6t vektor koziil legfoljebb 3-at lehet kivalasztani tigy, hogy a kivalasztott vektorok linedrisan
fuggetlenek legyenek. (0 pont)

Minden, a megoldast érdemben nem befolydsold szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. (A pontozés szerinti
utolsé 3 pont természetesen megadhatd akkor, ha egy hibas szamolas eredményeképpen kapott 1épcsos
alakid matrix rangjat valaki helyesen dllapitja meg.) Az egyes alapismeretek teljes vagy részleges hidnyabol
fakado elvi hibdk darabonként 4 pont levonast jelentenek. Ha egy megolddé nem kozvetleniil a Gauss-
eliminaciét alkalmazza (vagyis nem annak a pontos kovetésével jut el egy 1épcsés alakig), akkor indokolnia
kell a megoldas helyességét — vagyis hivatkoznia kell arra, hogy a megtett 1épések a tanultak szerint a
rangot nem valtoztatjak; ennek hijan az utolsé 3 pontot nem szerezheti meg.

6*. Az n x n-es A métrixra A+ A%+ A® = 0 teljesiil. Mutassuk meg, hogy ekkor det A = 0 vagy det A = 1.

* ok ok ok ok

Ha det A = 0, akkor ez megfelel a feladat allitasanak. Igy a tovabbiakban feltehetjiik, hogy det A # 0 (és
célunk megmutatni, hogy det A = 1). (1 pont)
Mivel det A # 0, ezért A-nak létezik inverze. (1 pont)
Szorozzuk meg (balrél) az A + A% + A% = 0 egyenletet A~1-zel: A™1 . (A+ A2+ A3) = A71.0. (1 pont)
A jobb oldalon nyilvan 0-t kapunk (mert a nullmatrixot barmivel szorozva az eredmény szintén 0).(1 pont)
A bal oldalon a zéaréjel felbontdsa utdn A= - A = E (és az E-vel val6 szorzés tulajdonsdga) miatt kapjuk:
E+ A+ A*=0. ( )
(Itt a felsoroltakon kiviil haszndltuk a métrixszorzas disztributivitasat és asszociativitdsat is.)  ( )
Ebbél A2+ A = —E. Ezt az A+ A% + A% = 0 egyenletbe helyettesitve: A> — F = 0, vagyis A = F.(2 pont)
A determinénsok szorzastételét (kétszer) alkalmazva: det A% = (det A)3. ( )
Igy A® = E és det E = 1 miatt (det A)® = 1, amibél det A = 1 valéban kovetkezik. ( )



