Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Potzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2020. december 14.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatéd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az Gtmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
gy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdél a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphatd. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egyméstol lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhat6 pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a legtébb
részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldasi kisérlet kozott van helyes
és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdemeényt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatoban leirttol
eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.
1. Mennyi maradékot ad 2020%°2! 1011-gyel osztva?
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1011 és 2020 legnagyobb kozos osztoja osztja 2022-t és igy 2022 — 2020 = 2-t is és 1011 péaratlan,

ezért 1011 és 2020 relativ primek, igy hasznalhatjuk az Euler-Fermat tételt: (
2020910 =1 (mod 1011). (
Mivel 1011 primtényezés felbontasa 3 - 337, a tanult képlet szerint ¢(1011) = 2-336 = 672. (
Ezek alapjan 20202921 = 20203672+5 = = 2020° (mod 1011). (3 pont
2020° = (—2)% = —32 (mod 1011), (
a keresett maradéek tehat 1011 — 32 = 979. (

2. Egy szam 17-szerese 23 maradékot ad 65-tel osztva. Mennyi maradékot adhat a szam 130-cal osztva?
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El6szor azt dontjiik el, hogy milyen maradékot adhat a szam 65-tel osztva. Ehhez a 172 =23 (mod 65)

lineéris kongruenciat kell megoldanunk. (1 pont)
17 és 65 legnagyobb ko6zos osztoja 1, igy hasznalhatjuk az Euklideszi algoritmust a megoldashoz.

(1 pont)
Az algoritmus végrehajtasa soran kapott kongruencidk rendre a kovetkezdk: 65z = 0 (mod65),
17z =23 (mod65), 14z = —69 = —4 (mod 65), 3z = 27 (mod65), 2z = —112 = 18 (mod 65),
r=9 (mod65). (5 pont)
Pontosan azok az x szamok jok tehat, melyek 9 maradékot adnak 65-tel osztva, (1 pont)
a kérdéses 130-as osztasi maradék tehat 9 vagy 74 lehet. (2 pont)

Szamolasi hibdkért 1 pontot vonjunk le darabonként, de a hiba utani pontok csak akkor jarnak a meg-
oldénak maradéktalanul, ha a megoldas nem lett konnyebb vagy révidebb. Eliras esetén is hasonloan
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jarjunk el (hiszen a végeredményt konnyt visszahelyettesiteni és meggy6zddni a helyességérsl). Nem
hiba, ha valaki a kongruencidk jobb oldalain nem 0 és 64 kozti (abszolut értékii) szamokat szerepeltet,
de a végeredménynek természetesen két 0 és 129 kozti szamnak kell lennie. Ha valaki mas modon
oldja meg a linearis kongruenciat, akkor meg kell indokolnia, hogy a kapott szamok miért jok és miért
nincs masik megoldas. Ez tipikusan gy torténhet, hogy az atalakitasokrél belatja, hogy ekivalens
atalakitasok. Ennek hidnyéért darabonként 2 pontot vonjunk le.

Ha valaki Euklideszi algoritmust szeretne hasznélni, de nem kéveti pontosan annak lépéseit, akkor az
atalakitasai ugyanugy magyarazatra szorulnak, mint az el6zéként targyalt esetben. Pl. ha valaki az
utolsé kongruenciat az utols6 el6ttibél 2-vel osztés Gtjan nyeri, de nem tér ki ra, hogy ez ekvivalens
atalakitas, akkor 2 pontot vonjunk le téle ezért.

Ha valaki csak annyit allapit meg (helyesen), hogy a (mod 65) linearis kongruencianak van megolda-
sa/egy megoldasa van, akkor a vonatkozd 7 pontbol 1-et kapjon.

3. Hatarozzuk meg az x 4+ 3y + 2z = 7 és a 4o + 6y + 5z = 10 egyenletii sikok metszetegyenesének
paraméteres egyenletrendszerét.
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Az egyenletekbdl kiolvashato a két sik egy-egy normalvektora: n; = (1,3,2), illetve ny = (4,6,5).

(1 pont)
A keresett egyenes iranyvektora (jeloljiik (a, b, c)-vel) merdleges n,-re és ny-re is, (1 pont)
igy a skalaris szorzata mindkett6vel 0. Ez alapjan olyan a, b, ¢ szdmokat keresiink, melyekre a+3b+2c =
0 és 4a + 6b+ 5c = 0. (1 pont)
A masodik egyenletbél az els6 kétszeresét levonva a 2a + ¢ = 0 egyenlet adodik, melynek megoldésa
példaul a =1, ¢ = —2. (1 pont)
Ezeket az értékeket az els6 és a méasodik egyenletbe helyettesitve is b = 1 adodik, az a = 1, b = 1,
¢ = —2 értékek mellett tehat mindkét kivant egyenlGség teljesiil. Az egyenes iranyvektoranak igy
alkalmas az (1,1, —2) vektor. (1 pont)

Az irdnyvektort természetesen vektorialis szorzas segitségével is meg lehet hatarozni.

A paraméteres egyenletrendszer megadasidhoz sziikségiink van még az egyenes egy pontjara, keresiink
tehat egy olyan pontot, mely mindkét sikon rajta van. (1 pont)
Az (z,y,z) pont akkor és csak akkor van rajta mindkét sikon, ha az x,y,z értékekre mindkét sik
egyenlete teljesiil. Valasszuk (mondjuk) a z koordinéata értékét (mondjuk) O-nak. Ekkor az 2 4 3y =7

és a 4x + 6y = 10 egyenleteket kapjuk. (1 pont)
A masodikbol az els6 kétszeresét kivonva 2z = —4 adodik, ahonnan z = —2 és innen y = 3, a (—2, 3,0)
pont tehat rajta van a metszetegyenesen. (1 pont)
A fentiek alapjan x =t —2,y = t+3, 2 = —2t a metszetegyenes (egyik) paraméteres egyenletrendszere.

(2 pont)

4. Alteret alkotnak-e R*-ben azok a vektorok, melyek koordinatéi (feliilrsl lefelé) szamtani sorozatot
alkotnak?
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Egy (nem iires) vektorhalmaz pontosan akkor alkot alteret, ha zart az Osszeadasra és a skalarral

szorzasra, (0 pont)
vagyis barmely két, a feltételt kielégité vektor Osszege is kielégiti a feltételt és barmely, a feltételt
kielégité vektor minden valos szdmszorosa is kielégiti a feltételt. (2 pont)

Legyenek ezért u és v a feltételnek megfelels, tetszéleges vektorok, A pedig tetszGleges valos szam.
Ekkor u felirhat6 (a,a+d, a+2d,a+3d)T, v pedig (b, b+ e, b+ 2e, b+ 3e)T alakban (ahol a, illetve b a
vonatkozo szamtani sorozatok elsd elemei, d, illetve e pedig a szaimtani sorozatok differenciéi. (1 pont)

utv=(a+ba+b+d+ea+b+2d+2ea+b+3d+ 3e)T, (1 pont)
ahonnan lathato, hogy u + v koordinatai is szamtani sorozatot alkotnak, melynek elsé eleme a + b,
differenciaja pedig d + e. (2 pont)
Au = (Aa, Na + d), \Ma+ 2d), MNa + 3d))" = (Aa, A\a + Ad, Aa + 2)\d, Aa + 3A\d)7, (1 pont)

ahonnan lathat6, hogy Au koordinatai is szamtani sorozatot alkotnak, melynek elsé eleme Aa,



differenciaja pedig Ad. (2 pont)
A fentiek szerint a kérdéses halmaz az Osszeadésra és a skalarral szorzasra is zart (és nem iires — ennek
hidnyaért ne vonjunk le pontot), vagyis altér. (1 pont)

5. Tudjuk, hogy az a, b, ¢ vektorrendszer linearisan fiiggetlen R™-ben. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a 2a, a+
b, a + c rendszer is linearisan fiiggetlen?
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Irjuk fel az 2a, a+ b, a+ c vektorok egy linearis kombinaciojat az o, 3,7 egyiitthatokkal és vizsgaljuk
meg, hogy ez mikor lehet 0. (1 pont)
Az

a(2a) + Bla+b) +v(a+¢) =0

egyenlGségben a zardjeleket felbontva, majd atrendezve

(2a4+B+v)a+Bb+vc=0

adodik. (3 pont)
Mivel az a, b, ¢ vektorok linearisan fiiggetlenek, ez csak akkor lehetséges, ha 2a+ 4+~ =0, =0,
v =0. (3 pont)
Ebbdl azonnal adodik, hogy o = 0 is teljestil, (1 pont)
igy a 2a, a+ b, a+ c vektorok egy linearis kombinacidja csak akkor lehet a nullvektor, ha mindharom
egyilitthato 0, igy az el6adason tanult tétel szerint a vektorok fiiggetlenek. (2 pont)

6*. Hatarozzuk meg az Osszes olyan 1 és 100 kozti a egész szamot, melyre

a®* =1 (mod 100).
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Az el6adason tanultak szerint az egymassal modulo m kongruens szamok m-mel vett legnagyobb k6zos
osztoi azonosak. Igy a?! és 1 100-zal vett legnagyobb kozos osztoi is azonosak, vagyis a®! és 100 relativ

primek. Ebbdl azonnal kévetkezik, hogy a és 100 is relativ primek, (2 pont)
vagyis hasznalhatjuk az Euler-Fermat tételt: a#*®) =1 (mod 100). 100 = 22-52, tehat a tanult képlet
szerint p(100) = (2% — 2)(5* — 5) = 40, tehat a®® =1 (mod 100). (1 pont)
A feladat feltétele szerint a® =1 (mod 100), igy (mindkét oldalt négyzetre emelve)
a? =1 (mod 100) adodik, (1 pont)
vagyis a*? = a'®  (mod 100). (1 pont)
Mivel a'® és 100 (is) relativ primek, ez utobbi kongruenciat a'®-nel osztva az a*> = 1 (mod 100)
kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mindkét oldalt a tizedikre emelve ¢?° =1 (mod 100). (1 pont)
Ezek szerint a®® = a?!  (mod 100), (1 pont)
ahonnan a®°-nal osztva (és ismét felhasznalva, hogy a és 100 relativ primek) @ =1 (mod 100).

(1 pont)
Az 1 és 100 kozti egészek koziil tehat csak az 1 felel meg a feladat feltételének (és az persze tényleg
meg is felel). (1 pont)



