Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2021. december 2.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden
feladat (legaldabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az itmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések
egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastél 1ényegesen kiilonb6zé megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhatd pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(Iényeges) hibat tartalmazo is, tovdbba a dolgozatbdél nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megolddskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determinans értékét a determindns defi-
nicidja szerint. (A megolddsban tehat ne haszndljunk semmilyen, a deter-
minansra vonatkozé tételt vagy azonossagot, pusztan a definiciéra alapozva
hatérozzuk meg az értékét.)
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A definiciéban Osszeadanddként szereplo szorzatok koziil csak azokat kell figyelembe venni, amelyek nem
tartalmaznak 0 tényezot, mert a tobbi nem befolyasolja a determinéns értékét. (1 pont)
Egy ilyen szorzatban a mésodik oszlopbdl csak a 2-es valaszthatd. Ezért a negyedik oszlopbdl mar csak az
1-es valaszthaté (hiszen az elsé sorbél mér vettiink elemet), igy a harmadik oszlopbdl csak a 2-es.(1 pont)
Eddig az els6 és otodik oszlopbdl, illetve a masodik és negyedik sorbdl nem valasztottunk elemet, igy
kéttéleképp fejezheto be a 0-t nem tartalmazod bastyaelhelyezés kivalasztasa: az els6 és az 6todik oszlopbdl

is az b-0st valasztva, vagy az els6bdl a 3-ast és az 6todikbol a 8-ast. (1 pont)
gy két darab, nulldt nem tartalmazé szorzat van: 2-3-1-8-2, illetve 2-5-1-5- 2. (1 pont)
Az els6hoz tartozd m permutacio a 2, 1,4, 5, 3 (mert az els6 sorbdl a masodik elemet vettiik ki, a mésodikbol
az elsét, stb). (1 pont)
7 inverziészama [ () = 3 (az inverziéban all6 elemparok (2, 1), (4,3) és (5,3)). (1 pont)
Mivel I(m) paratlan, az els6 szorzat negativ el6jelet kap. (1 pont)
Hasonléan, a masodik szorzathoz tartozé permutacié a 2, 5,4, 1, 3, ennek az inverziészama 6, igy a szorzat
eléjele pozitiv. (1 pont)
Végiil is tehdt a determinédns értéke —2-3-1-8-2+2-5-1-5-2=4. (2 pont)

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasol6 szamolasi hiba, figyelmetlenség 1 pont levonast jelent. Ha
azonban egy megoldasban a determindns definicidja ismeretének (akar részleges) hidnyara utalé elvi hiba
van, akkor arra legfoljebb 3 pont adhaté (az is csak akkor, ha egyébként a megoldas értékes 1épéseket is
tartalmaz).



2. Hatarozzuk meg az aldbbi determinéans értékét.

0o -1 =2 -3 4
1 0 ) 6 7
2 =5 0 -8 =9
3 —6 8 0 10
4 =7 9 -10 0

Els6 megoldas. Jelolje a feladatban szereplé métrixot A. Lathaté, hogy AT = —A (mert minden
1 <i,j <b5esetén a;; = —a;;). (1 pont)
A tanult tétel szerint det A = det AT, amibdl tehat det A = det(—A) kovetkezik. (3 pont)
Masrészt det(—A) = —det A, mert a (—A) matrixot megkaphatjuk A-bdl tgy, hogy A-nak mind az 6t
sorat (—1)-gyel szorozzuk és a tanultak szerint minden ilyen 1épés ellentettjére valtoztatja a determindns
értékét (vagyis det(—A) = (—1)° - det A). (3 pont)
A fentieket Osszevetve det A = — det A adddik, amibdl tehat det A = 0. (3 pont)

Masodik megoldas. A determindnst a Gauss-eliminacié determinansra vonatkozé valtozataval szamitjuk:

0O -1 -2 -3 —4 1 0 5 6 7 1 0 ) 6 7
1 0 b5 6 7 0O -1 -2 -3 —4 o -1 -2 -3 -4
2 -5 0 -8 —9|=(=1)-|2 =5 0 -8 —9|=(=1)-|0 -5 —10 —20 —23|—
3 —6 8 0 10 3 —6 8 0 10 0 -6 -7 —18 —11
4 =7 9 —-10 O 4 -7 9 —-10 O 0 -7 —11 —-34 -28
10 5 6 7 105 6 7
01 2 3 4 01 2 3 4
—(=12/0 00 -5 —3|=(-1*-l0 05 0 13|=
0 0 5 0 13 000 =5 =3
003 —-13 O 003 —-13 O
10 5 6 7 1 05 6 7
01 2 3 4 012 3 4
=(=5)-]0 0 1 0 Bs|[=(=5200 10 135 |=(=52-0=0 (10 pont)
000 =5 -3 000 1 3
0 00 —13 —39s 00 0O 0

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasold szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determinansra
vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabdl fakadé elvi hibék viszont darabonként 4 pont
levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megoldé egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan nem,
vagy hibasan koéveti a determinans megvaltozasat. Kétes esetekben elvi hibanak tekintendé minden olyan
hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldé a szoban forgd ismeretet helyesen probalta alkalmazni.
Arényos részpontszam jar minden, a determinans kiszamitdsanak irdnyaba mutatd, hasznos lépésért. A
kifejtési tétel puszta alkalmazésa (egyéb, tovabbi dtalakitdsok nélkil) nem ér pontot, mert egyediil ezzel
a determinans meghatarozasa nem valik konnyebbé az eredeti feladatnal.

3. Jelolje A és B az aldbbi métrixokat és legyen C' = B! . A - B. Hatdrozzuk meg az A'% és C1%0
matrixokat.

1 -4 -2 1 -1 1
A= 0 -3 =2 B=|2 -1 1
0 4 3 1 1 0

(A feladat teljes értékil megolddsahoz nem sziikséges megmutatni, hogy B! valéban létezik. Egy M
métrixra M azt a 100 tényez8s szorzatot jeloli, aminek minden tényezdje M.)



Els6 megoldas. A métrixszorzas definiciéja szerint A%-et kiszdmitva kapjuk, hogy A? = E. (3 pont)
Ebbdl A100 (A%)%Y = %Y = F adddik (az E - E = E 6sszefiiggés ismételt alkalmazdsaval). (2 pont)
C?=B1' A-B-B'A-B=B'"A-FE-A-B=B'1'1A2.B=B"'1"E-B=DB"1!-B=EF, ahol
felhasznaltuk az inverz definicitjabél adédé B - B~' = E és B! - B = F Osszefiiggéseket és a fentebb
kapott A% = F egyenl6séget (valamint az egységmétrix fentebb mar haszndlt tulajdonsigat). (4 pont)
Ebbél a fentivel azonos médon kovetkezik, hogy C1° = E is igaz. (1 pont)
A fenti megolddsban felhasznaltuk az (Ak) = AF™ azonossigot, valamint (C? meghatdrozdsakor) azt
is, hogy a matrixszorzas asszociativitdsa haromnal tobb tagu szorzatokra is érvényes; ezek indoklésénak
(1lletve megemlitésének) a hidnydért azonban nem vonunk le pontot. Az A? = F osszefiiggésbél A0 =
indokolhaté ugy is, hogy A hatvanyai felvaltva A-val, illetve E-vel egyenldk; ha ezt egy megoldd mmden
tovabbi indoklas nélkiil kijelenti, akkor ezért a fenti pontozas szerinti, masodiknak irt 2 pontbdl 1-et
megkaphat (és a masik 1 pont az indoklasért jar).

Maésodik megoldas. A% meghatarozasa, illetve az ezért jard pontszamok azonosak a fentivel.(342 pont)
Meghatarozzuk B~!-et a Gauss-eliminacié megfeleld, tanult valtozataval:

1 =1 1)1 00 1 =1 1] 1.0 0 1 -1 1 1 00
2 -1 101 0 ]~120 1 -1|-2 1 0 |~ |0 1 —-1|-2 1 0 |~
1 1 0/0 0 1 0 2 -1|-1 0 1 0 0 1 3 —2 1
1 -1 0]-2 2 -1 1 0 0]—-1 10
~10 10 1 -1 1 ]1~1010 1 -1 1
0o 01} 3 =2 1 00 1] 3 -2 1
B! tehat a fenti, a vonaltdl jobbra 4ll6 3 x 3-as méatrix. (2 pont)
1 00
Ebbél a matrixszorzas definiciéjat alkalmazva kapjuka C' = B™'-A-B = 10 —1 4 | matrixot.(1 pont)
C-t négyzetre emelve adddik, hogy C? = 0 01 (1 pont)
Ebbdl a fentivel azonos mdédon kovetkemk hogy C0 = F is igaz. (1 pont)

4. A 10 x 10-es A métrix bal felsé eleme 2, a f64tl6janak a tobbi eleme 1, a matrix dsszes tobbi (vagyis
nem a féatléban 1év6) eleme pedig szintén 2. (Igy tehat A-nak 6sszesen 9 darab 1-es és 91 darab 2-es eleme
van.) Dontsiik el, hogy A-nak létezik-e inverze és ha igen, akkor szamitsuk ki.
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A~let a tanult médon, Gauss-elimindciéval szamitjuk:

222 ...2(100...0 1 1 1 ... 1]% 00 ...0
212 ...2(010 ...0 o -1 0 ... 0[-110...0
2 21 201001 ... 0] ~]0 0 -1 0/-1 01 ... 0|~
222 ...1/000 1 0O 0 O -1/-1 0 0 1
111 1{Y¥ 0 0 ... O 100 ...0[-172 1 1 ... 1
010 0,1 -1 0 0 010 ...0 1 -1 0 ... 0
0 1 ... 0,1 0 -1 Of~[O0OO01 ...0 1 0 -1 ... 0 (6 pont)
000 ...1/1 0 0.. -1 000 ...1 1 0 0 ... —1
A vonaltdl balra egységmatrix keletkezett (és igy det A # 0), ezért A-nak létezik inverze (3 pont)
és az a fenti, a vonaltdl jobbra esé matrix. (1 pont)
Az inverz létezését indokolhatjuk tgy is, hogy kilon kiszamitjuk A determinansat és mivel az nem 0
(det A = —2), ezért a tanultak szerint A~! létezik. Minden, a megolddst érdemben nem befolydsolé sz4-

molasi hiba 1 pont levonast jelent. Az egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakadé elvi
hibédk darabonként 4 pont levondst jelentenek. Ha egy megoldé A~! szdmoldsa kézben egyszerii szdmoldsi
hibat vét, de a végén a szamolasat beszorzassal ellenorizve észreveszi, hogy hibazott, az ezért 1 pontot
visszakaphat a szamolasi hibakért levont pontok koziil még akkor is, ha a hibat kijavitani nem tudja.
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5. A p valos paraméter minden értékére hatarozzuk meg az aldbbi matrix rangjat.

5 15 =30 20

1 0 =21 10
-2 =8 P 2p — 8

2 9 3 P
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A rangot a tanult moédon, Gauss-eliminacioval szamitjuk:

5 15 =30 20 1 3 -6 4 1 3 —6 4
1 0 —21 10 . 0 -3 —15 6 . 0 1 5 -2 (3 pont)
2 -8 p 2p-8 |70 -2 p-12 2 00 p—2 2p—4 P
2 9 3 P 0 3 15 p—38 0 0 0 p—2
Ha most p = 2, akkor az utols6 két sor csupa nulla sor, igy ezek elhagyhatok. (1 pont)
Ebben az esetben a megmaradd, két sortt matrix 1épcsos alakd, igy a tanultak szerint a rangja (és vele
egyiitt az eredeti matrixé is) 2. (2 pont)
A p # 2 esetben viszont a 1épcsds alakot az utolsé két sor (p — 2)-vel valé osztasaval kapjuk:
1 3 -6 4
0 1 5 =2
=t 4 | ] 5 (2 pont)
0 0 O 1

Igy ilyenkor a rang értéke (a lépesds alak sorainak — méasképpen vezéregyeseinek — szdma, azaz) 4.(2 pont)
Osszefoglalva: ha p = 2, akkor a métrix rangja 2, ha viszont p # 2, akkor a matrix rangja 4. (0 pont)
legalabb 2, mert az els6 két oszlop linearisan fiiggetlen (hiszen egyik sem skalarszorosa a masiknak), akkor
ezért 1 pontot kaphat. (Az a megéllapitds viszont nem ér pontot, hogy a rang értéke legfoljebb a sorok
és oszlopok szdma, vagyis 4.) Ha egy megoldé kiszdmitja a métrix determindnsit (ami —15(p — 2)?), és

« /s

ezért Osszesen 4 pontot kaphat.

6*. Egy linearis egyenletrendszerrdl tudjuk, hogy van olyan megolddsa, amiben a valtozdk osszege 2020,
de olyan megolddsa mar nincs, amiben a valtozok osszege 2021. Eldontheté-e ennyi informacié alapjan,
hogy ugyanennek a linearis egyenletrendszernek van-e olyan megoldasa, amiben a valtozok Osszege 20227
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Els6 megoldas. Megmutatjuk, hogy igen, eldonthetd: nincs ilyen megoldas. Legyen ugyanis z, olyan
megoldasa az egyenletrendszernek, amiben a valtozok osszege 2020 és tegyiik fel indirekt, hogy 1étezik egy

olyan z, megoldas is, amiben a valtozdk osszege 2022. (0 pont)
Ekkor ha (A|b) jeloli a széban forgd linearis egyenletrendszer kibévitett egyutthatématrixat, akkor a ta-
nultak szerint A -z, =0bés A -z, = b teljesiil. (2 pont)

Legyen x, = % - (zy + x9). Megmutatjuk, hogy z; is megoldédsa az egyenletrendszernek. Valoban, a métrix-
szorzas tanult azonossagait hasznalva

A'£1:A'(%'($o+$2)>:%'(A'Qo‘f—A‘@Q):%'(b“‘b):ba

vagyis z; valoban megoldés. (4 pont)
Masrészt z; koordindtainak az 6sszege 2021, mert zy + x5 koordinatainak az 6sszege 2020 + 2022 = 4042,
fgy 5 - (zo + 2,) koordindtdinak az dsszege ennek a fele. (3 pont)

Ezzel ellentmondasra jutottunk: mégis 1étezik az egyenletrendszernek olyan megoldasa, amiben a valtozok
osszege 2021. Ez az ellentmondés tehat valoban bizonyitja, hogy nem létezhet olyan megoldas, amiben a
valtozok Osszege 2022. (1 pont)



Masodik megoldas. Megmutatjuk, hogy igen, eldonthet6: nincs ilyen megoldas. Ehhez futassuk le kép-

zeletben a Gauss-eliminaciot a szoban forgd linedris egyenletrendszerre. (0 pont)
Mivel a rendszer megoldhaté (ez a feladat feltételeibél kovetkezik), ezért az eljaras redukalt 1épcesés alakkal
ér véget (vagyis nem keletkezik az els6 fazis végén tilos sor). (1 pont)

Ha az egyenletrendszernek csak egy megoldasa van (vagyis a redukélt 1épcsés alakban a vonaltél balra
minden oszlopban van vezéregyes), akkor nyilvan a valtozok Gsszege is csak egyféle lehet; vagyis ebben az
esetben az 6sszeg valoban nem lehet 2022 (csak 2020). (1 pont)
Ha viszont az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van (vagyis a redukalt 1épcsés alakban a vo-
naltél balra nem minden oszlopban van vezéregyes), akkor a viltozék egy része szabad paraméter (azok,
amiknek az oszlopdban nincs vezéregyes). Jelolje azokat a valtozokat, amiknek az oszlopaban van vezér-
egyes Ty, Ta, ..., T a tObbit (vagyis a szabad paramétereket) xyy1, Tpio, ..., Tn. (0 pont)
Ekkor a szabad paraméterek minden z; = o; € R (k+ 1 < j < n) megvalasztasa esetén a tobbi valtozd
kifejezhetd x; = b; — ¢; pr10641 — - . . — Cinay, alakban minden 1 <7 < k esetén, ahol ¢; ; a redukalt 1épcsds
alakban az x; vezéregyesét tartalmazé sor és az x;-nek megfelel6 oszlop keresztezédésében allé érték, b;
pedig ugyanebben a sorban a vonaltdl jobbra allé elem. (1 pont)
Az egyenletrendszernek ebben a megoldasaban tehat a valtozok dsszege 1+ ...+ xp + Qg1 + ... + @, =
B+ Ciriogq1+...+Chay,ahol B=b1+...+b;ésCp=1—c1j—coj—...—cp;minden k+1<j5<n
esetén. (1 pont)
Azt allitjuk, hogy Cri1 = ... = C,, = 0. Valdban, ha valamely k + 1 <t < n esetén C; # 0 volna, akkor
a B + Cyay = 2021 egyenlet megoldhato lenne az oy = % valasztassal, igy ay-nek ezt az értéket adva,
minden j # ¢, k+1 < j < n esetén pedig az o; = 0 értékadassal a linearis egyenletrendszernek olyan
megoldasat kapndnk, amiben a valtozok osszege 2021. A feladat szovege szerint ez lehetetlen. (4 pont)
Kovetkezik, hogy a valtozok osszege x1 + ...+ 2k + g1 + - .. + a,, = B az egyenletrendszer minden meg-
oldésara. Mive a feladat szovegébol kovetkezoen B = 2020, ezért valéban nincs olyan megoldas, amiben a
valtozok Osszege 2022. (2 pont)

Harmadik megoldas. A feladat feltétele azt allitja, hogy ha a szdéban forgd linedris egyenletrendszert
kiegészitjik az x1 +x2 + ...+ z, = p egyenlettel, akkor a p = 2020 esetben megoldhaté rendszert kapunk,
a p = 2021 esetben viszont nem megoldhaté rendszert. (Itt z1, xo, . . ., x, jelolik az egyenletrendszer valto-
z0it, p pedig egy paraméter.) (2 pont)
Jelolje (A|b,) ennek, az x1 +x2+. .. +x, = p egyenlettel mar kiegészitett linedris egyenletrendszernek a ki-
bévitett egytitthatématrixat. Ezt tehdt az eredeti egyenletrendszer (Ap|c) kibovitett egyiitthatématrixabdl
ugy kapjuk, hogy Ap-hoz hozzavesziink egy csupa 1-eseket tartalmazé sort, c-hez pedig egy 1j koordinatat,
aminek az értéke a p paraméter. (0 pont)
Futtassuk képzeletben (Ab,)-re a Gauss-eliminaciot gy, hogy p-vel, mint paraméterrel szamolunk.(0 pont)
linedris fliggvénye, vagyis egy u - p + v alaku kifejezés all, ahol u,v € R. Valéban, kezdetben ez igaz: a b,
vektor egyik koordinataja p = 1-p+0, a tobbi pedig 0-p+ ¢; alakd. Ha pedig egy ponton ez a tulajdonsag
fennall, akkor a Gauss-eliminacié ezt nem rontja el, hiszen u-p+wv alaku kifejezések osszege és skalarszorosa
is ilyen alaku. (2 pont)
Mivel az egyenletrendszer p = 2021 esetén nem megoldhato, ezért a p = 2021 paramétervalasztassal az
eliminécié soran tilos sor keletkezik. Ebben a sorban tehat a vonaltol balra csupa nulla, a vonaltél jobbra
pedig ug - p + v all és az ug, vy egyiitthatdkra ug - 2021 + vy # 0. (1 pont)
Masrészt ug - 2020 + vy = 0, kiillonben a Gauss-eliminacié ugyanezen a ponton a p = 2020 paraméter
érték esetén is tilos sort hozna létre, igy az egyenletrendszer nem volna megoldhaté — szemben a feladat

szovegével. (2 pont)
Az ug - 2020 + vy = 0 és ug - 2021 + vy # 0 Osszefliggésekbol nyilvan ug # 0 és 1gy ug - 2022 + vy = 2ug # 0
is addodik. (1 pont)
Kovetkezik, hogy a Gauss-eliminacié ugyanezen a ponton a p = 2022 valasztassal is tilos sort hoz létre,
igy az egyenletrendszer p = 2022 esetén sem megoldhaté (vagyis a kérdés eldonthetd). (2 pont)



