Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2020. oktober 30.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden
feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az itmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések
egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastdl 1ényegesen kiilonb6zé megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhatd pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(Iényeges) hibat tartalmazo is, tovdbba a dolgozatbdél nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megolddaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Mely 1 és 111 kozotti egész szamok 1111-szerese ad 11 maradékot 2020-szal osztva?
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Ha n ilyen egész, akkor r4 1111n = 11 (mod 2020) teljesiil. (2 pont)
2020 = 22-5-101 és 1111 = 11 - 101, ezért (1111,2020) = 101. (3 pont)
Mivel 101 { 11, ezért a linedris kongruencidk megoldhatésigara tanult tétel értelmében (miszerint
axr =b (modm) pontosan akkor megoldhaté, ha (a,m) | b) nem létezik ilyen n egész. (5 pont)

2020 és 1111 legnagyobb kozos osztoja a primtényezos felbontasuk helyett természetesen az Euklideszi
algoritmussal is meghatarozhato. Ha viszont egy megold6 az Euklideszi algoritmussal probalja megoldani
a linedris kongruenciat, az (énmagdban) nem ér pontot, hiszen az algoritmus (el6adason tanult) valto-
zata csak az (a,m) = 1 feltétel ellendrzése utan alkalmazhaté az ax = b (modm) linedris kongruencia
megoldasara. Ha egy ilyen szamolds végén (a 10ln = —99 (mod 2020), majd a On = 220 (mod 2020)
sorok utdn) a megoldé felismeri, hogy ebbél (1111,2020) = 101 kovetkezik (hiszen n egytitthatdi sorra az
Euklideszi algoritmus legnagyobb kozos oszté meghatarozasara szolgald valtozatanak soran keletkezo ma-
radékok) és ebbdl kovetkeztet a linearis kongruencia megoldhatatlansagara, az természetesen j6 megoldés.
Ugyancsak helyes indoklas, ha a megoldé arra hivatkozik, hogy a szamoléds soran keletkezo kongruenciak
a kongruencidkkal végzett miiveletekkel kapcsolatban tanultak miatt mind kovetkezményei az eredetinek,
igy a On = 220 (mod 2020) ellentmondasbdl a lineéris kongruencia megoldhatatlansiga kovetkezik. Ha
azonban a szamolds utdn mindenféle indoklas nélkiil csak a ,nincs megoldas” allitas szerepel, az nem ér
pontot, mert egy ilyen megoldas se tanult algoritmust nem alkalmaz, se helyes gondolatmenetet nem kozol,
igy a kovetkeztetése indoklas nélkiili eredménykozlésnek mindsiil. Ha egy megoldé a linearis kongruencia
felirdsa utan azt 11-gyel (helyesen) elosztja (hivatkozva arra is, hogy a modulus (2020, 11) = 1 miatt nem
valtozik), akkor ezért a lépésért (bar az érdemben nem visz kozelebb a megoldashoz) 1 pontot kaphat —
feltéve, hogy a megoldas tovabbi része nem tartalmaz értékelhet6 részt.

2. Milyen maradékot ad 4™ 70-nel osztva?



Els6 megoldas. A ismételt négyzetre emelések modszerével oldjuk meg a feladatot. (2 pont)

Kiszdmitjuk a 4! 42 4% ... 4% hatvdnyok 70-es maradékat (mindig az el6z6 négyzetre emelésével és a
kapott eredmény 70-es maradékanak kiszamitasaval). Ezek sorra: 4, 16, 46, 16, 46, 16, 46. (3 pont)
Mivel 74 = 2 4+ 8 + 64, (2 pont)

ezért meghatdrozzuk elészor a 419 = 4248 majd a 4™ = 410. 454 hatvdnyok 70-es maradékait (a kordbban
kiszamolt megfelel6 maradékokkal val6 szorzassal és a kapott eredmények 70-es maradékanak meghataro-
zéséval). Ezek sorra: 46 és 16. Igy a keresett maradék: 16. (3 pont)
A teljes értékli megoldashoz nem sziikséges a fenti részletességgel leirni az elvégzett miiveletek mogot-
ti szandékot, elegendd a helyes szamitdasok kozlése. A fenti pontozas szerinti elsé 2 pont annak jar, aki
felismeri, hogy a feladat az ismételt négyzetre emelések moddszerével megoldhat6 (és ezt legalabb azzal
jelzi, hogy az algoritmus alkalmazasat megkezdi). Mivel azonban a feladat nem kéri a tanult algoritmus
alkalmazasat, ezért barmilyen, helyes eredményre vezeto és elvileg helyes szamolds maximalis pontszamot
ér — akkor is, ha az foloslegesen komplikalt vagy nem felel meg az algoritmus pontos alkalmazasanak. Ha
azonban egy megoldds nem (pontosan) kéveti az algoritmust, akkor a szamitdsok helyessége és az azok-
bol levont kovetkeztetések indokldsra szorulnak. Igy ha egy megoldé pusztén egy, az algoritmus pontos
alkalmazasanak nem megfelel6 szamitast kozol, az nem érhet maximalis pontszamot; az ilyen megoldasok
(helyes szamitasokat és eredményt feltételezve) 6 pontot érjenek.

Masodik megoldas. 35 primtényez6s felbontésa 35 =5 -7, ezért p(35) = (5—1) - (7 — 1) = 24 a tanult

képlet szerint. (1 pont)
Mivel (4,35) =1, (1 pont)
ezért az Buler-Fermat tételbdl 42 =1 (mod 35) kévetkezik. (2 pont)
Ezt kobre emelve, majd 42-nel szorozva: 4% =1 (mod 35), illetve 4* = 16  (mod 35). (2 pont)

Azt kaptuk tehdt, hogy 35 | 4™ — 16. Mdsrészt nyilvan 2 | 4™ — 16 is igaz, hiszen 47 és 16 is paros. Ebbdl
viszont (2,35) = 1 miatt 70 | 4™ — 16 is kovetkezik (hiszen 4™ — 16 primtényez6s felbontdsdban a 2, 5 és 7
primek is szerepelnek). Ebb6l tehat 4™ = 16 (mod 70) kovetkezik, igy a keresett maradék a 16. (4 pont)
Ha egy megold6 az Euler-Fermat tételt hibasan 4-re és 70-re probalja alkalmazni, majd az igy kapott
(hamis) kongruencidbdl kiindulva jut el a helyes végeredményre, akkor ez nem ér pontot. (Még a fenti
pontozas szerinti kobre emelésért és beszorzasért, illetve ¢(70) kiszamitasaért jaré részpontszam sem
adhaté meg az utmutatd elején irt altaldnos alapelvek masodik bekezdésében irtak szerint.) A fenti
pontozas utolso 4 pontjanak megfelelé gondolat helyettesithet6 a kovetkezovel is:

Mivel egy 35-tel osztva 16 maradékot ad6 szam 70-nel osztva nyilvan 16 vagy 51 maradékot adhat, ezért

4™ =16 (mod70) vagy 4™ =51 (mod 70). (1 pont)
Az utébbi eset azonban lehetetlen, mert 4™ paros és igy nem adhat 70-nel osztva 51 maradékot. Ezért
4™ =16 (mod70). (3 pont)

3. Az origén athaladd S sik tartalmazza az 22 = 324 — 21

9 2 6
P(9;5;3) pont az S sikon?

egyenletrendszerii e egyenest. Rajta van-e a
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Az e egyenletrendszerébdl (a kozépsé tort y%;’ alakba valé &atirdsa utdn) kiolvashatd, hogy e dtmegy a

Q(4;3;1) ponton és egy iranyvektora v = (9; —2;6). (2 pont)
Mivel az origé S-en van, ezért S-sel parhuzamos az origobdl a Q-ba mutaté ¢ = (4;3;1) vektor. (1 pont)
S-nek normélvektora lesz az n # 0 vektor, ha az merdleges g-ra és v-re is. (1 pont)
Az n = (a,b,c) # 0 pontosan akkor ilyen, ha az n - g és az n - v skaldris szorzatok értéke 0. (1 pont)
A skalaris szorzat képletéb6l: 4a + 3b + ¢ = 0 és 9a — 2b + 6¢ = 0. (1 pont)
Az elsé egyenlet 6-szorosébdl a mésodikat kivonva 15a + 20b = 0, vagyis 3a 4+ 4b = 0 kovetkezik. Igy
példaul az a = 4, b = —3 vélasztassal mindkét egyenletb6l ¢ = —7 adddik, vagyis n = (4;—-3;—=7)
normalvektora S-nek. (1 pont)
Ebbdl (példaul) az origét hasznélva felirhat6 S egyenlete: 4o — 3y — 7z = 0. (2 pont)
Ebbe a P(9;5;3) pont koordindtéit behelyettesitve az egyenlet teljesiil, ezért P rajta van S-en. (1 pont)



A hidnytalan megoldashoz val6jaban hozzatartozna annak ellenérzése is, hogy az O origd nincs rajta e-n
(és igy v }f q). Mivel azonban a feladat szovege implicite allitja S egyértelmiiségét és ezaltal az O ¢ e
allitast, ezért ennek a hidnydért nem vonunk le pontot. A feladat megoldhaté azt a gondolatot hasznélva
is, hogy P akkor és csak akkor van S-en, ha a p = O? = (9;5; 3) helyvektor eléll a v és g vektorok lineéris
kombinéciéjaként (mert S origén dtmend sik); igy a p = tv+ 2q¢ llitds mutatja, hogy Pes.

4. Alljon a V C R* halmaz azokbdl az R*-beli vektorokbdl, amelyeknek az elsé két koordinatéja egyenld. A
W C R* halmaz pedig azokbdl az R*-beli vektorokbdl 4lljon, amiknek az utolsé két koordinataja egyenld.
a) Alteret alkot-e R*-ben a ¥V N W halmaz?
b) Alteret alkot-e R*-ben a V' U W halmaz?
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a) (V. NW)-ben azok az (w1, e, x3,24)" € R vektorok vannak, amelyekre vy = x5 és w3 = x4.(1 pont)
Ezért ha v = (21,29, 23,24)T € VAW és w = (y1,y2,93,94)T € VW, akkor v + w = (21 + 1,22 +
Yo, T3+ Y3, 4 +ys)T € VNW szintén teljesiil, mert az z; = x5 és y; = yo egyenldségekbdl z1 +y; = To + Yo
kovetkezik és ezzel analdog moédon adodik zz + y3 = x4 + y4 is. (1 pont)
Hasonlban, ha v = (z1, T, 23, 24)7 € VNW és A € R, akkor A-v = (A2, Ao a9, Ao x5, A -24)T € VN is
teljestil, mert az x1 = wxq, illetve x3 = x4 egyenléségekbdl A -1 = A -1y, illetve X\-x3 = A+ x4 adddik.(1 pont)
Mindezekbél kovetkezik, hogy V N W altér R%-ben. (2 pont)
A teljes értékii indokldshoz hozzétartozna az is, hogy V NW # (); ennek hidnyaért nem vonunk le pontot,
de ha egy megoldé ezt leirja, akkor kaphat érte 1 pontot abban az esetben, ha ezzel az a) feladatra jar
Osszpontszama nem haladja meg az 5-0t.

b) v = (0,0,1,2)7 € V és w = (1,2,0,0)7 € W a V és a W definicidja szerint, igy v és w is
(V UW)-beli. Azonban a v+ w = (1,2, 1,2) vektor nem (V' U W)-beli, mert ez a vektor sem V-be, sem
W-be nem tartozik. (3 pont)
Mivel v,w e VUW, , de v +w ¢ V UW, ezért az altér definicija sériil, vagyis V' U W nem altér.(2 pont)
Ha egy megoldo az 0sszegre vald zartsag sériilésére nem tud példat mutatni, de megmutatja, hogy v € VUW
és A € Resetén A-v € VUW is teljestil, akkor — noha ez kozvetlentil nem jarul hozza egy helyes megoldashoz
— ezért 1 pontot kaphat; ha pedig a megoldasban nyoma van annak, hogy az Osszegre vald zartsagot is
elkezdi vizsgalni (és nem csak felirja), akkor ezért tovabbi 1 pont adhaté. (Ez az 1 vagy 1 + 1 pont tehat
csak akkor adhaté meg, ha a fenti pontozas szerint a b) feladatra egyébként nem jarna pont.)

5. A p valés paraméter milyen értékeire linedrisan fiiggetlenek az aldbbi, R*-beli u, v, w vektorok?

1 1 —2
| 2 | -1 | -1
Q - 3 9 Q - p ) M - 1
p 8 p
X k% ok x %
Tegyiik fel, hogy av-u+ 3 -v + v -w = 0 teljesiil valamilyen «, 3,7 € R skalarokra. (1 pont)
Behelyettesitve u, v, w konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kovetkezo linearis egyenletrendszerre
jutunk:
a+pf—-2y =0
20—-0—v =0
3a+p-f+vy =0 (2 pont)
p-a+88+p-v = 0

Az els6 két egyenlet Osszegébdl 3o — 3y = 0, vagyis a = ~. Ezt az els6 két egyenlet koziil barmelyikbe
visszahelyettesitve a = § = v adddik. (1 pont)
Ezt az utolsé két egyenletbe helyettesitve (4 4 p) - a = 0, illetve (8 4+ 2p) - a = 0 adddik. (1 pont)
Ha p = —4, akkor ez a két egyenlet minden a-ra teljesil. Igy ebben az esetben példdul a = =~ =1
megoldasa a fenti egyenletrendszernek, ezért a tanultak szerint u, v és w linedrisan 6sszefiiggék. (2 pont)
Ha viszont p # —4, akkor a (4 + p) - a = 0 egyenletbél v = 0, amibdl § = v = 0 is adddik. fgy ebben az
esetben u, v és w linearisan figgetlenek. (3 pont)
Igy a feladat kérdésére a vélasz: u, v és w a p # —4 értékekre linedrisan fiiggetlenek.
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A fenti linedris egyenletrendszer Gauss-eliminacioval is megoldhaté (annak ellenére is, hogy ez nem az
els6 zarthelyi anyagaban szerepel). Ha valaki igy dolgozik, akkor az eliminaciéért 2 pont jar, majd annak
az eredményébdl a p = —4, illetve a p # —4 esetben a helyes kévetkeztetés (vildgosan megindokolt)
levonasaért 2, illetve 3 pont jar. Ebbdl a 2+ 3 pontbdl pedig 1+ 1 pont jar az egyenletrendszerre vonatkozo
kovetkeztetésért (végtelen sok megolddsa van, illetve egyértelmiien megoldhat6) és 1 4 2 pont a vektorok
linearis fliggetlenségére vonatkozo helyes kovetkeztetésért.

6*. Legyen f(n) = n™" és g(n) = (n + 2)"™ minden n > 1 esetén. Mutassuk meg, hogy végtelen sok
olyan n egész létezik, amire fennéll az f(n)?"™ =1 (mod g(n)) kongruencia.
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Megmutatjuk, hogy ha n > 0 és n + 2 primszam, akkor a feladatbeli kongruencia fennall. Mivel a tanultak

szerint a primek szdma végtelen, ezért ebbdl a feladat allitasa kovetkezik. (2 pont)
Tegytik fel tehdt, hogy n + 2 > 2 prim. Ekkor a tanult képlet szerint ¢(g(n)) = (n+2)"" — (n+ 2)"*? =
(n+2)"2-(n+2—-1)=(n+1)-(n+2)""= (2 pont)
Mivel g(n) egyediili primosztéja n + 2, ez nyilvin nem szerepelhet n primtényezés felbontésédban. gy
(n,g(n)) = 1. (1 pont)
Alkalmazva az Euler-Fermat tételt n-re és g(n)-re: n(+)+2™™ =1 (mod g(n)). (2 pont)
Ezt a kongruenciat az (n 4 2)-edik hatvényra emelve: n(+)- 42" =1 (;mod g(n)). (2 pont)
Ez pedig f(n) és g(n) definiciéi szerint épp a bizonyitandé allitas. (1 pont)



