Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi dtmutato
2017. oktober 19.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az dtmutatonak nem célja a feladatok teljes értékidi megoldasanak részletes leirasa; a
leirt lépések egy maximélis pontszdmot ér§ megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodoé gon-
dolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Ha egy megoldo egy feladatra
tObbh, egyméastol lényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes
és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdemeényt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Gtmutatoban szerepls részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatéban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

1. Mennyi maradékot ad 176-tal osztva 799%°1?
X ok ok x %

176 primtényezss felbontasa: 176 = 24 - 11. (1 pont)
Ezért a tanult képlet szerint ¢(176) = (24 — 2%)(11 — 1) = 80. (2 pont)
Mivel (799,176) = 1 (hiszen 799 sem 2-vel, sem 11-gyel nem oszthato), (1 pont)
ezért az Euler-Fermat tételbsl 799%° = 1 (mod 176) kovetkezik. (2 pont)
Mindkét oldalt a 10-edik hatvanyra emelve: 79950 = 11 =1 (mod 176). (2 pont)
Mindkét oldalt 799-cel szorozva: 7998 = 799 = 95 (mod 176). (2 pont)
Igy 799801 95 maradékot ad 176-tal osztva.

Ha valaki az utolso 1épésben 799-nek a 176-os maradékat mar nem szamitja ki (és ezért 799-et ad
végeredménynek), az ezért 1 pontot veszitsen. A feladat elvileg megoldhaté az ismételt négyzetre eme-
lesek modszerével is, de az (szamologép nélkiil) sokkal kellemetlenebb és hosszabb megoldasra vezet;
ha egy hallgato ilyen megoldéssal probélkozik (és az ahhoz sziikséges szamitasokat legalabb elkezdi),
akkor legfoljebb 2 pontot kaphat annak felismeréséért, hogy ez az algoritmus elvileg alkalmas a kérdés
megvélaszolasara. Tovabbi 8 pontot kaphat a helyes szamitasokért: a 799%" hatvanyok 176-os maradékai
ak=0,...,9 értékekre (ezek sorra : 95, 49, 113, 97, 81, 49, 113, 97, 81, 49) darabonként fél-fél pontot
érjenek, a 801 felirdsa 2-es szamrendszerben (801 = 2° + 25 + 28 + 29) 1 pontot, majd a 799!, 79933,
79929 799801 hatvanyok maradékai (ezek sorra: 95, 79, 63, 95) ismét darabonkeént fél-fél pontot érjenek.

2. Egy n egész szam 115-sz6rdse 110-zel nagyobb maradékot ad 344-gyel osztva, mint maga az n szam.
Milyen maradékot adhat n 344-gyel osztva?



Els6 megoldas. A feladat szovege szerint 115n = n + 110  (mod 344). Mindkét oldalbol n-et levonva

a 114n = 110 (mod 344) linearis kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mindkét oldalt 2-vel osztva: 57n = 55 (mod 172), ahol a modulust (2,344) = 2 miatt kellett 2-vel
elosztani. (1 pont)
Mindkét oldalt 3-mal szorozva: 171n = 165 (mod 172), vagyis —n = —7 (mod 172). (2 pont)
Mindkét oldalt (—1)-vel szorozva: n =7 (mod 172). (1 pont)

Minden megtett 1épés ekvivalens 1épés volt — beleértve a 3-mal valo szorzast is, (3,172) = 1 miatt. Ezért
azn =7 (mod172) feltételt kielégits n-ek valoban megoldésai a linearis kongruencianak. (3 pont)
Ebb6ln =7 (mod344) vagy n =7+ 172 =179 (mod 344), vagyis az n egész 7 vagy 179 maradékot
adhat 344-gyel osztva. (2 pont)
A lépések ekvivalencidja helyett hivatkozhatunk arra is, hogy (114,344) = 2 miatt két megoldas kell
legyen modulo 344, vagy akar ellenérizhetjiik is a kapott eredményeket. (Viszont a harom érv koziil
valamelyikre sziikség van annak annak kizarasahoz, hogy a kapott eredmények kozott hamis gyok
lehessen.) Ha egy megoldé csak azt ellenérzi, hogy (114,344) = 2|110, igy a linearis kongruencidnak
két megoldasa van modulo 344, de ezeket kiszamolni nem tudja, az (az atrendezéssel egyiitt) Gsszesen
3 pontot kapjon. Szamoléasi hibakért 1-1 pont vonando le, de a maradék pontszidm csak akkor jar,
ha a hiba miatt a feladat nem lett lényegesen konnyebb. Ha valaki a szdveget félreértelmezi és a
115n + 110 =n  (mod 344) feladatot oldja meg, az ezért 1 pontot veszitsen.

Masodik megoldas. A feladat szovege szerint 115n = n 4+ 110 (mod 344). Mindkét oldalbol n-et
levonva a 114n = 110 (mod 344) linearis kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Ezt az eladason tanult (euklideszi) algoritmussal oldjuk meg.

Ehhez el6szor 114 és 344 legnagyobb kézos osztojat kell meghatarozni; mivel (114, 344) = 2‘110, ezért
lesz megoldéas (mégpedig 2 darab modulo 344) és az algoritmust 2-vel valo osztassal kell kezdeniink
hogy az n egyiitthatoja és a modulus relativ primek legyenek. (2 pont)
2-vel osztva: 57n =55 (mod 172), ahol a modulust (2,344) = 2 miatt kellett 2-vel elosztani. (2 pont)
Most a 172n = 0 (mod 172) kongruenciaboél ki kell vonnunk a 57n = 55 (mod 172) kongruencia

3-szorosat: n = —165 =7 (mod 172). Ezzel az algoritmus futésa maris véget ért. (3 pont)
Ebb6ln =7 (mod344) vagy n =7+ 172 =179 (mod 344), vagyis az n egész 7 vagy 179 maradékot
adhat 344-gyel osztva. (2 pont)

Ha egy megoldd (114,344) meghatarozésa és 2-vel osztas helyett rogton a 114n = 110 (mod 344)
linearis kongruenciara kezdi futtatni az algoritmust és igy (annak a 3-szorosat a 344n =0 (mod 344)
kongruenciabol kivonva) egy lépésben a 2n = 14 (mod 344) kongruencidhoz jut, majd ebbdl 2-vel
osztas utan jut a végeredményhez, akkor a teljes értéki megoldashoz indokolnia kell, hogy a kapott
eredmények tényleg helyesek. (Ugyanis az a megoldo, aki igy jar el, nem az el6adason tanult modszert
koveti, ezért nem is hagyatkozhat annak az eladason bizonyitott helyességére.) Ez az indoklas torténhet
az eredmények ellendrzésével vagy arra hivatkozva, hogy (114,344) = 2 miatt két megoldasnak kell
lennie modulo 344, ezért a kapott eredmények kozott nem lehet hamis gyok. Ha egy megoldd ezt az
indoklast elmulasztja, ezért 3 pontot veszitsen.

3. Tartalmazza-e az R(1; 3;4) pontot az a sik, amelyet a P(1;7; —1) és a Q(11;9; —5) pontokat 6sszekots
egyenes a P-ben mer6legesen dof?

ook ok ok X

A keresett sikra mer6leges a P-t és (-t 0sszekots egyenes, ezért F@ normalvektora a siknak. (3 pont)
@ =q—p=(11;9;=5) — (1;7;—1) = (10;2; —4), ahol p és ¢ a megfelels pontokba mutato helyvek-
torokat jeldli. - (2 pont)
J@ helyett hasznalhatjuk annak a felét, az n = (5; 1; —2) vektort is normélvektornak.

A sikra illeszkedS P pont és n ismeretében mar felirhato a sik egyenlete:
br+y—22=5-14+1-7T4+(-2)-(—1) = 14. (3 pont)
Behelyettesitve az R pont koordinatait az egyenlet nem teljesiil, igy a sik nem tartalmazza R-et.(2 pont)



4. Tegyiik fel, hogy az (R"-beli) vy, v,, ..., v;, vektorok linearisan 6sszefiiggdk, de koziiliik barmely 9-et

kivalasztva linearisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk. Mutassuk meg, hogy a v,,v,, ..., v, vektorok
barmely 0-t ad6 linearis kombinaci6jaban vagy mindegyik egyiitthaté 0 vagy egyik egyiitthatd sem 0.
(Azaz: mutassuk meg, hogy A1 - v, + Ao - vy + ...+ Ajg - vy = 0 esetén A\; = Ay = ... = A\jp = 0 vagy

)\1 : /\2 L AIO 7& 0 teljesul)
x kX X ok

Tegyiik fel indirekt, hogy a feladat allitasa hamis: léteznek a Ay, Ao, ..., Ajo egyiitthatok ugy, hogy ezek
nem mindegyike 0, de van koztiik 0 és Ay -v; + Ao vy + ...+ Aig - 039 = 0. (2 pont)
Mivel a v,-k (és ezekkel egyiitt a \;-k) szamozasa érdektelen, feltehetjiik, hogy példaul A\;o = 0. Ekkor a
AU+ A2 Uy + ..+ Ag vy = 0 Osszefiiggést kapjuk, ahol a A1, Mg, ..., Ag egyiitthatok nem mindegyike

0 (hiszen A1, Ao, ..., A1 k6z6tt volt 0-t6l kiilonboz6). (2 pont)
Ebbdl a tanultak szerint kovetkezik, hogy a vy, v,, ..., vy vektorok linedrisan Gsszefiiggsk. (4 pont)
Ez pedig ellentmond a feladat allitasanak (miszerint vy, v,, ..., v, koziil barmelyik 9 linearisan fiigget-
len), amivel tehat az allitast belattuk. (2 pont)

5. Hatarozzuk meg az alabbi, R3-beli vektorok generalt alterét. Amennyiben ez az altér egyenes vagy
sik, adjuk meg az egyenletét vagy egyenletrendszerét.

-(3)- ()< ()

* ok ok ok ok

Els6 megoldas. Mivel a és b nem parhuzamosak (mert nem skalarszorosai egyméasnak), (1 pont)
ezért az (a,b) generalt altér (vagyis az a-bol és b-bdl linearis kombinacioval kifejezhets vektorok
halmaza) az a és b (origoba tolt, vagyis helyvektor példanyai) altal kifeszitett, origon atmend S sik
vektoraibol all. (1 pont)
S-nek normalvektora barmilyen n # 0 vektor, ami a-ra és b-re is merdleges.

Ebbdl tehat S egyenlete: 3x — 4y — 72 = 0.
A ¢ koordinatai kielégitik ezt az egyenletet, igy ¢ (origoba tolt példanya) is S-ben fekszik (hiszen a

C'(13;1;5) pont S-en van és ¢ az origobbol C-be mutat). (1 pont)
Ezért az (a, b, ¢) generalt altér is csak az S vektoraibdl 4ll (hiszen S-beli vektorok lineéaris kombinécioja
is S-beli kell legyen). (2 pont)

x
Igy tehét (a,b,c) = {(y) :3x—4y—7z:0}.
2

A fenti megoldasban az utols6 3 pontnak megfelels rész helyett az alabbi is jo:

Mivel ¢ = —3a + 5b, (1 pont)
ezért minden a-bol, b-bdl és ¢-bdl linearis kombinécidval kifejezhets vektor méar a-bol és b-bdl is
kifejezhetd; vagyis (a, b, c) = (a,b). (2 pont)

x
Masodik megoldas. A v = (y > vektor pontosan akkor van az (a,b,c) generalt altérben, ha v
z
kifejezhets a-bol, b-bél és c-bdl linearis kombinacioval; vagyis ha léteznek olyan «, 3, egyiitthatok,
hogy av-a+f-b+7v-c=u. (1 pont)
Behelyettesitve a, b, c konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kovetkez§ lineéris egyenletrendszerre
jutunk:



da+58+13y = x
Ja+28+v =y (2 pont)

B+5y = z
Az utols6 egyenletbdl § = z — 5y. Ezt az els6 két egyenletbe helyettesitve: 4o — 12y = x — 5z,
3 — 9y =y — 2z. Vagyis atrendezés utdn: o — 3y = £2% illetve a — 3y = y%% (1 pont)
Ebbé6l mar 1atszik, hogy az egyenletrendszer akkor és csak akkor megoldhato, ha %m = % Val6ban:
ez a feltétel egyrészt nyilvan sziikséges a megoldhatosaghoz (az utobbi két egyenlet miatt). (1 pont)

Masrészt elégséges is: ha ‘”_452 és yzfz kozos értékét t jeloli, akkor példaul a = t, 5 = 2z, v = 0 nyilvan

megoldéasa az egyenletrendszernek. (2 pont)
x

A kapott feltételt atrendezve: 3x — 4y — 7z = 0. Igy (a,b,¢) = { ( Yy ) :3r — 4y — Tz = O}. (1 pont)
z

Ez pedig a tanultak szerint egy sik egyenlete (mégpedig az origon atmend, n = (3; —4; —7) norméalvek-

toru sike). (2 pont)

A teljes értékd megoldashoz nem sziikséges megadni a sik normalvektorat, sem azt, hogy az origon
megy at. Ha valaki az els6 megoldas utan irtak szerint elGszor belatja, hogy (a, b, c) = (a, b) és ezutan
a fentihez hasonldé modon az (a,b) generalt alteret hatatozza meg, akkor (a,b,c) = (a,b) megmu-
tatasaért 2 pontot kapjon, viszont az (ebben az esetben csak két valtozos) linearis egyenletrendszer
megoldhatosaganak feltétele a fentiek szerinti 4(= 1+ 1 + 2) pont helyett csak 2 pontot érjen.

6*. Létezik-e paros Carmichael-szam?
X % % S k

Legyen n > 2 tetszéleges péaros egész. Megmutatjuk, hogy n nem Carmichael-szam — vagyis a kérdésre a
valasz nemleges. (Az n = 2 esettel nem kell foglalkoznunk, mert a Carmichael-szamok definici6 szerint
nem lehetnek primek.)

Ehhez a Carmichael-szam definicioja szerint be kell latnunk, hogy létezik olyan a egész, amelyre az
1<a<n-—1,(a,n)=1¢ésa"'#1 (modn) feltételek teljesiilnek (vagyis a aruldja n-nek).(4 pont)
Allitjuk, hogy az a = n — 1 véalasztas megfelel ezeknek a feltételeknek.

Valoban, egyrészt (a,n) = (n —1,n) = 1, mert ha egy d egészre d|n és djn — 1, akkor djn —(n—1) =1

is fennall, igy n és n — 1 kozos osztoi csak a £1. (2 pont)
Masrészt a = n—1 = —1 (modn) miatt a" ! = (—=1)"' = -1 # 1 (modn), ahol (—1)""! = —1
azért igaz, mert n — 1 paratlan (4 pont)

(s =1 #1 (modn) pedig azért, mert n > 2).
Igy a =n — 1 valoban aruloja n-nek, amivel az allitast belattuk.



