Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2024. oktéber 25.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiillonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldéskezdeményt értékeljiitk. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Adjuk meg az 6sszes olyan n egész szamot 1 és 500 kozott, aminek a 48-szorosa 1-gyel nagyobb maradékot
ad 277-tel osztva, mint maga az n szam.
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A feladat feltételeibdl 48n = n+1 (mod 277). Atrendezve: 47n =1 (mod 277). (1 pont)
Mivel (47,277) = 1 (mert 47 prim és 47 1 277), ezért a kapott linedris kongruencia a tanult tétel szerint
megoldhaté és 1 megolddsa van modulo 277. (1 pont)

Mindkét oldalt 6-tal szorozva: 282n =6 (mod 277), vagyis bn =6 (mod 277).

Mindkét oldalt 5-tel osztva: n = 112 (mod 277),
ahol a modulus (277,5) = 1 miatt nem valtozott.
Mivel minden megtett 1épés ekvivalens volt, igy a kapott n = 112 (mod 277) valéban megoldésa a lined-
ris kongruencidnak. (Itt a 1épések ekvivalencidja helyett hivatkozhatunk arra is, hogy mivel a megoldasok
szama 1 modulo 277, ezért ez csak a 112 lehet, igy az valéban megoldés; illetve természetesen ellenérzéssel
is meggy6ézédhetiink a 112 helyességérdl.) (2 pont)
Igy az 1 és 500 kozotti szamok kozill n = 112 és n = 389 felel meg a feladat feltételeinek. (1 pont)
Ha a fenti megoldasban a kapott eredmény helyességérol a lépések ekvivalencidjaval vagy ellenorzéssel gyo-
z6diink meg, akkor a megoldhatosag tényének, illetve a megoldasok szamanak az el6zetes megallapitasara
nincs feltétlen szitkség; igy a fenti pontozas szerinti masodik 1 pont az ilyen (egyébként teljes értékil) meg-
oldasokra is jar. A linearis kongruenciat természetesen a tanult Euklideszi algoritmussal is megoldhatjuk.
Ezzel sorra a 277n = 0 (mod 277), 47n = 1 (mod277), 42n = =5 (mod 277), 5n = 6 (mod 277),
2n = —53 (mod277),n =112 (mod 277) kongruencidk keletkeznek. Ekkor 1 pontot ér az a tény, hogy a
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Ez 6 =560 (mod277) miatt ekvivalens ezzel: 5n = 560 (mod 277). (1 pont)
( )
( )



megoldé az algoritmust alkalmazza (amit nem kell feltétlen megneveznie, elég, ha az alkalmazasa révén ezt
egyértelmilen demonstrélja); tovabbi 2 pontot ér annak az ellenérzése, hogy az eljards a tanultak szerint
kozvetlentl, az els6 fazisbeli leosztas nélkiil alkalmazhat6, mert (47,277) = 1; végil 5 pontot ér maga a
szamolas. A hianyzé 2 pont a fenti pontozas szerinti elsé, illetve utolsé 1 + 1 pont.

2. Adjuk meg az 6sszes olyan n egész szamot 1 és 2024 kozott, aminek az utolsé két szamjegye a 6-os és a
8-as szamrendszerben is 11.
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A feladat feltételeib6l n =7 (mod36) ésn=9 (mod64) adodik. (3 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult modszerrel oldjuk meg. Az els6 kongruenciabél n = 36k + 7
valamilyen k egészre. Ezt a masodikba helyettesitve: 36k +7 =9 (mod 64). (2 pont)
Mindkét oldalbdl 7-et levonva a 36k =2 (mod 64) lineéris kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mivel azonban (36,64) = 4 1 2, ezért ennek a tanult tétel szerint nincs megoldésa. (3 pont)
Igy nincs megolddsa a kongruenciarendszernek sem, vagyis nem létezik a feltételeknek megfelels n egész
(1 és 2024 kozott sem). (1 pont)
Ha egy megoldé a feladat szovegébdl adddo kongruenciarendszert nem tudja helyesen felirni és ezért egy
masik kongruenciarendszert old meg, akkor az els6 3 pont elvesztése utan maradé 7 pontbdl is csak annyit
kaphat meg, amennyi a fenti megolddsnak megfeleltethetd. Igy a hibds kongruenciarendszerbél adédé
helyes szamolasért megadhatd a pontozas szerint kdvetkezo 2 4+ 1 pont. Ha azonban az igy kapott linearis
kongruencia megoldhaté, akkor annak az (akar hibatlan) megoldasért mar nem adhaté meg a pontozés
szerinti utolsé 3 4+ 1 pont.

3. Az S sik tartalmazza a P(8; 1;6) pontot és az x —3 = %4 = 3—z egyenletrendszerii e egyenest. Metszi-e
az S sik az y-tengelyt? Ha igen, hol?

* ok ok ok ok

Az e egyenes egyenletrendszerét “T_S = yT_‘l = _; alakba irva kiolvashat6, hogy e atmegy a Q(3;4;3)
ponton és iranyvektora a v = (1;5; —1) vektor. (2 pont)
Mivel S tartalmazza e-t, ezért v parhuzamos S-sel. (1 pont)
Ugyancsak parhuzamos S-sel a Cﬁ’ vektor is, vagyis a p — ¢ = (5;—3;3) vektor (ahol p és ¢ a megfelel6
pontokba mutaté helyvektorokat jeldli). (1 pont)
Igy az n vektor akkor lesz normalvektora S-nek, ha merdleges v-re és Q? reis (ésn #0). Ebb6lv-n =0
és v - QP = 0 kovetkezik (a skalaris szorzat definici6ja szerint). (1 pont)
Ha n = (a,b,c), akkor ebbél (a skaldris szorzat kiszdmitdsdra tanultak miatt) a + 56 — ¢ = 0 és
5a — 3b + 3¢ = 0 addédik. (1 pont)
Ebbol példaul a ¢ = 1 valasztassal az a + 5b = 1, 5a —3b = -3 egyenletrendszert kapjuk. Az elso
5-szorosébél a masodikat levonva 28b = 8, vagyis b = 2; amibdl pedig a = —2. A kapott (— ‘3, ?, 1) vektor
helyett annak a (—7)-szeresét valasztva normalvektornak n=(3;-2;-7). (1 pont)
Ebbdl és (példaul) P-bél méar felirhatjuk S egyenletét: 3z — 2y — 7z = —20. (1 pont)

Az y-tengelyen azok a pontok vannak, amiknek az x és z koordinatdja 0. Ebbol S és az y-tengely metszés-
pontjara a —2y = —20 egyenletet kapjuk. Igy S metszi az y-tengelyt, mégpedig a (0; 10; 0) pontban.(2 pont)

4. Az R™beli a,b, c,d vektorokrdl tudjuk, hogy d € (a,b,c) és a ¢ (b,c,d). Dontsiik el, hogy az alabbi
allitasokra melyik all fenn a kévetkezo lehetoségek koziil:
(i) az allitas biztosan igaz;
(i) az allitds biztosan hamis;
(7i) az allités lehet igaz és hamis is (g, b, ¢ és d valasztasatol figgden).
2) d € (bc) b) be (c,d)

(Dontéseinket természetesen indokoljuk is.)



a) Az allitas (biztosan) igaz. (0 pont)

Ugyanis d € (a, b, ¢) miatt 1éteznek olyan «, 3,y skalarok, amikre d = aa + b + ~c. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy itt o = 0. Ha ugyanis o # 0 volna, akkor atrendezéssel az a = —gb— e+ éd egyenletet
kapnank. (1 pont)
Ebbdl viszont a € (b, ¢, d) kovetkezne, szemben a feladat &llitasaval. fgy a = 0 val6ban kévetkezik.(2 pont)
Ebbdl és a fenti egyenletbdl tehat d = Sb + ¢, ami valéban bizonyitja a d € (b, ¢) allitast. (1 pont)

b) Az allités lehet igaz és hamis is. (0 pont)

Ennek megmutatasahoz el6szor olyan példat mutatunk, amikor az allitas igaz. Legyen példaul a és b két,
egymdssal nem parhuzamos sfkvektor (vagyis R%-beli vektor) és legyen b = ¢ = d. (Péld4ul lehet a = (1;0)

ésb=c=d=(0;1).) (0 pont)
Ekkor a ¢ (b, ¢, d) igaz, hiszen a b = ¢ = d vektorokbdl csak a velitkk parhuzamos sikvektorok fejezheték ki
linearis kombinacioval és a nem ilyen. (1 pont)

Masrészt a d € {(a,b,c) és b € (c,d) allitasok is igazak, mert d =0-a+1-04+0-césb=1-c+0-d.(1 pont)
Most olyan példat mutatunk, amikor az allitds hamis. Legyen példaul a, b és ¢ harom olyan térvektor
(vagyis R3-beli vektor), amik nem esnek egy sikba és legyen d = ¢. (Példaul lehet a = (1;0;0), b = (0;1;0)

ésc=d=(0;0;1).) (0 pont)
Ekkor d € (a,b,c) igaz, mert d=0-a+0-b+1-c. (1 pont)
Igaz tovabba a ¢ (b, c,d) is, mert a b és ¢ = d vektorokbdl csak az altaluk meghatéarozott (origdn dtmend)
sik vektorai fejezhetok ki linedris kombinacioval és @ nem ilyen. (1 pont)
Viszont most nem igaz a b € (¢, d) &llitds, mert a ¢ = d vektorbdl csak a vele parhuzamos vektorok fejez-
het6k ki linedris kombinacioval és b nem ilyen (kilénben a, b és ¢ egy sikba esnének). (1 pont)

Természetesen szamtalan mas j6 példa mutathat6 arra is, hogy b € (c,d) igaz és arra is, hogy nem az.
Ezeknek a pontozdsa minden esetben ugy alakul, hogy a konkrét példak megadasa onmagaban nem ér
pontot, a helyességiiknek az indoklasa pedig 2, illetve 3 pontot ér az igaz, illetve a hamis esetben. Rész-
pontszam mindkét esetben csak akkor adhatd, ha a megoldd vilagossa tette a célkitiizését — vagyis hogy
az allitas igaz vagy hamis voltara kivan példat mutatni — és a példaja ennek a célkitlizésnek valoban meg-
felel. Igy teh4t nem adhaté részpontszam arra, ha a megoldd négy, altala megadott vektorra dtletszertien
ellen6rzi bizonyosak teljesiilését a d € (a,b,c), a ¢ (b,c,d) és b € (c,d) allitasok koziil. (Ha viszont ilyen
ellendrzésekbol csak utdlag veszi észre, hogy sikeriilt példat mutatnia valamelyik esetre, az természetesen
nem baj, a megfelel§ részpontszam jar.)

5. Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi, R*-beli vektorok?

1 —2 0
| -3 - 6 |0
Q - 1 9 Q - 1 L) w - 4
1 4 9
X * * * *
Tegytik fel, hogy a-u+ 3 -v+ v -w = 0 teljestil valamilyen «, 5,7 € R skalarokra. (2 pont)

Behelyettesitve az u, v, w vektorokat és elvégezve a miiveleteket a kovetkezd linedris egyenletrendszerre
jutunk:

a—28 =

—3a+68 =

a+B+4y =

a+48+9y =

Az els6 egyenletbél a = 23. Ezt a harmadikba és a negyedikbe beirva: 3544~ = 0 és 65+ 9y = 0.(1 pont)

Az utébbi egyenletbdl az el6bbi dupldjat kivonva: v = 0. Ezt (példdul) a 35 + 4y = 0 egyenletbe vissza-

(2 pont)

(e N el anlan]

helyettesitve 5 = 0 is adodik, amibdl o = 25 miatt o = 0. (2 pont)
gy a tanultak szerint u, v, w linedrisan fiiggetlenek (mert au+ fv+~yw = 0 csak az a = f = v = 0 esetben
lehetséges). (3 pont)
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megmutatasaval, hogy w,v és w kozil egyik sem kifejezheté a masik kettd linedris kombindcidjaként).
Ekkor az u ¢ (v,w) és v ¢ (u,w) allitdsok indoklasaért 2-2 pont, a w ¢ (u,v) allitds indoklasaért pedig
3 pont jar; a hidnyz6 3 pont pedig a definicié helyes alkalmazdséért jar (beleértve tehét ebbe annak az
ismeretét is, hogy ezt az utat jarva mindharom allitas igazolasa sziikséges a linedris fliggetlenség megmu-
tatasdhoz). A megoldas sordn ad6do linedris egyenletrendszer Gauss-elimindciéval is megoldhat6 (annak
ellenére is, hogy ez nem az els6 zarthelyi anyagaban szerepel). Ha valaki igy dolgozik, akkor az eliminécié-
ért a fenti pontozas szerinti harmadiknak és negyediknek irt 1+2 pont jar, a t6bbi rész pontozasa megfelel
a fentieknek.

6*. Hany olyan n egész szam van 1 és 275 kozott, amire teljesiil az n?°' =n  (mod 275) kongruencia?
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n?' =n  (mod275) pontosan akkor teljesiil, ha igazak az n?*' =n (mod11) és az n**' =n  (mod 25)
kongruencidk. Valoban: n**' =n  (mod 275) a kongruencia (méasodik, ekvivalens) definici6ja szerint azt
jelenti, hogy 275 | n?"! — n; marpedig egy szdm pontosan akkor oszthat6 275-tel, ha 11-gyel és 25-tel is
oszthatd (5% - 11 = 275, (25,11) = 1, valamint a szdmelmélet alaptétele miatt). (1 pont)
Igy kiilon-kiilén fogjuk megvizsgalni, hogy ez a két kongruencia milyen n-ckre teljesiil. E18szér megmutat-
juk, hogy n?! =n  (mod 11) minden n egészre igaz. (0 pont)
Ha 11 | n, akkor 11 | n®*! is nyilvan igaz, igy az n**! =n (mod11) kongruencia fennall (mert mindkét
oldala 0 maradékot ad 11-gyel osztva). (1 pont)
Ha viszont 11 { n, akkor (n,11) = 1 (mert 11 prim). Igy n#1) = 1 (mod11) adédik az Euler-Fermat
tételbdl. Itt ¢(11) = 10, ismét mert 11 prim. (1 pont)
A kapott kongruenciat 20-adik hatvinyra emelve, majd mindkét oldalt n-nel szorozva n?%° = (mod 11),
majd n?*! =n  (mod 11) valdban kovetkezik a 111 n esetben is. (1 pont)

Az n*™ =n  (mod 25) kongruencia viszont mar nem minden n-re teljesiil. Valéban, ha 5 | n, akkor n?%!

nyilvan oszthat6 25-tel (s6t, még 5**'-nel is). Igy ha 5 | n, de 25 f n, akkor n®*' #n  (mod25). (1 pont)

Megmutatjuk, hogy n?®' =n (mod 25) minden mds n egészre teljesiil; vagyis igaz az 5-tel nem oszthato
és a 25-tel oszthaté n-ekre is. (0 pont)
Ha 25 | n, akkor a fentihez hasonléan 25 | n?! is igaz, {gy n**' =n  (mod 25) fennéll. (0 pont)
Ha viszont 5 t n, akkor (25,n) = 1, mert 25-nek és n-nek nincs kozos primosztéja. (1 pont)
©0(25) = p(5%) = 5% — 5! = 20 a tanultak szerint. (1 pont)
Igy az Euler-Fermat tételt n-re és 25-re alkalmazva: n?® =1 (mod 25). (1 pont)
A kapott kongruenciat 10-edik hatvanyra emelve, majd mindkét oldalt n-nel szorozva n?*® =1 (mod 25),
majd n*' =n  (mod 25) valoban kovetkezik minden 5t n esetben. (1 pont)

A fentieket 6sszegezve tehdt azt kaptuk, hogy n*™' =n (mod 275) pontosan azokra az n egészekre nem

teljesiil, amikre 5 | n és 25 { n. Ezeknek a szama 1 és 275 kozott 55 — 11 = 44 (mert az 5-tel oszthato n-ek
szdma 55, a 25-tel oszthatoké pedig 11). Igy azon n-ek szama 1 és 275 kozott, amikre a n?*' =n  (mod 275)
fennall: 275 — 44 = 231. (1 pont)
Ha egy megoldé csak addig jut el, hogy az Euler-Fermat tétel kozvetlen alkalmazasaval (és a kapott kong-
ruencia n-nel valé beszorzasdval) kideriti, hogy n** =n (mod 275) teljesiil minden olyan n-re, amire
(n,275) = 1, akkor ezért a részeredményért 2 pontot kaphat (annak ellenére is, hogy ez a gondolat énma-
gaban nem tekinthetd egy teljes értékii megoldas elsé érdemi 1épésének). Természetesen ez a 2 pont sem jar
akkor, ha a megoldo elfelejtkezik az (n,275) = 1 feltételrdl és igy azt hiszi, hogy a kongruencia minden n-re
igaz. Ha pedig egy megold6 abban az értelemben hasznélja rosszul az Euler-Fermat tételt, hogy tévesen
azt hiszi, hogy (n,275) = 1 sziikséges és elégséges feltétele a feladatbeli kongruencia teljesiilésének (és igy
példaul ¢(275)-6t gondolja a megfelelé n-ek szaméanak), az ebbdl a 2 pontbdl csak 1-et kaphat meg.



