Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2023. november 3.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiillonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldéskezdeményt értékeljiitk. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.
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1. Adjuk meg az Osszes olyan n egész szamot 1 és 2023 kozott, amire az
is egész szam.
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A két tort értéke azokra az n-ekre ad egész szamot, amikre n =2 (mod21) ésn =5 (mod166).(1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult médszerrel oldjuk meg. Az elsé kongruenciabdl n = 21k + 2 vala-
milyen k egészre. Ezt a masodikba helyettesitve: 21k +2 =5 (mod 166). Mindkét oldalbdl 2-t levonva a

21k =3 (mod 166) linearis kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mivel (21,166) = 1 (mert nincs kozos primosztéjuk) és 1 | 3, ezért a tanult tételt szerint a linearis kong-
ruencia megoldhato és egyetlen megoldasa van modulo 166. (1 pont)
A kongruencia mindkét oldaldt 8-cal szorozva 168k = 24 (mod 166), vagyis 2k = 24 (mod 166) kovet-
kezik. (1 pont)
(Ez az atalakitas nem volt ekvivalens 1épés, mert (166,2) = 2 és igy a 168k =24 (mod 166) kongruenciat
8-cal osztva nem az eredeti alakot kapnank vissza.) (0 pont)
Mindkét oldalt 2-vel osztva: k = 12 (mod 83), ahol a modulust (2,166) = 2 miatt osztottuk 2-vel.(1 pont)
Ebbdl tehdt k =12 (mod 166) vagy £k =95 (mod 166). (1 pont)

Ezek koziil k = 12 (mod 83) nem megoldédsa a linearis kongruencidnak, mert 21-12 = 252 23  (mod 166).
(Ez a hamis gyok a nem ekvivalens 1épés miatt keletkezett.) Mivel a fentiek szerint a linedaris kongruenci-

anak egyetlen megoldasa van modulo 166, ezért ez a k =95 (mod 166). (1 pont)
Ebbdl tehdat k = 1664 4 95 valamely ¢ egészre. Ezt visszahelyettesitve: n = 21k + 2 = 21(166¢ + 95) + 2 =
34860 + 1997. (2 pont)
Mivel ez csak az ¢ = 0 értékre esik 1 és 2023 kozé, ezért n = 1997 az egyetlen, a feladat feltételeinek
megfelel$ egész szam. (1 pont)



A megoldhatéségra és a megoldasok szamara vonatkozé tétel alkalmazasa kivalthaté a k = 95 (mod 166)
megoldas ellenorzésével is. A megoldas kozben eléallt linearis kongruencia természetesen mas tanult mod-
szerekkel, {gy akar az Euklideszi algoritmussal is megoldhatd; ezzel dolgozva sorra a 166k =0 (mod 166),
21k =3 (mod 166), 19k = —21 (mod 166), 2k = 24 (mod 166), végil a k = —237 = 95 (mod 166)
kongruencidk keletkeznek. Ekkor a linearis kongruencia megoldasaért jaré 5 pontbdl 1 pontot ér az a tény,
hogy a megold6 az algoritmust alkalmazza (amit nem kell feltétlen megneveznie, elég, ha az alkalmazasa
révén ezt egyértelmiien demonstrélja); tovabbi 1 pontot ér annak az ellendrzése, hogy az eljaréas a tanultak
szerint leosztds nélkil (vagyis az elsé fazis kihagyéaséaval) alkalmazhat6, mert (21, 166) = 1; végiil 3 pontot
ér maga a szamolas.

2. Mennyi maradékot ad 6 - 10** 9998-cal osztva?
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Elsd megoldas. A ismételt négyzetre emelések modszerével kiszamitjuk 102 9998-as maradékat.(1 pont)
Ehhez meghatarozzuk a 10',10%,10%, 108,10 hatvanyok 9998-as maradékat (mindig az eléz6 négyzetre
emelésével és a kapott eredmény 9998-as maradékat véve). Ezek sorra: 10, 100, 2, 4, 16. (3 pont)
Mivel 23 =1+ 2+ 4 + 16, (1 pont)
ezért kiszamitjuk el8szor a 103 = 10! - 102, majd a 107 = 10? - 104, végiil a 10?® = 107 - 10'% hatvinyok
9998-as maradékait (a kordbban kiszamolt megfelel6 maradékokkal val6 szorzéssal és a kapott eredmények

9998-as maradékat véve). Ezek sorra: 1000, 2000 és 2006. (3 pont)
A 10 =2006 (mod9998) kongruencidt 6-tal szorozva: 6 - 10%* = 6 - 2006 = 12036 = 2038  (mod 9998).
Igy a keresett maradék a 2038. (2 pont)

A teljes értéki megoldashoz nem sziikséges a fenti részletességgel leirni az elvégzett miveletek mogotti
szandékot, elegendd a helyes szamitasok kozlése. A fenti pontozas szerinti elsé 1 pont annak jar, aki
felismeri, hogy a feladat az ismételt négyzetre emelések mddszerével megoldhat6 (és ezt legalabb azzal
jelzi, hogy az algoritmus alkalmazdsiat megkezdi). Mivel azonban a feladat nem kéri a tanult algoritmus
alkalmazasat, ezért barmilyen, helyes eredményre vezet6 és elvileg helyes szamolas maximalis pontszamot
ér — akkor is, ha az foloslegesen komplikalt vagy nem felel meg az algoritmus pontos alkalmazasanak.
Ha azonban egy megoldds nem (pontosan) kéveti az algoritmust, akkor a szamitdsok helyessége és az
azokbol levont kovetkeztetések indokldsra szorulnak. Igy ha egy megoldé pusztén egy, az algoritmus pontos
alkalmazasdanak nem megfelel6 szamitast magyarazat nélkiil k6zol, az nem érhet maximalis pontszamot;
az ilyen megoldédsokra az algoritmus alkalmazéasaért jaro elsé 8 pontbdl legfoljebb 5 pont adhaté.

Maiasodik megoldas. Figyeljiik meg, hogy 10? = 10000 = 2 (mod 9998). ( )
Ezt 5-6dik hatvanyra emelve: 1020 = 2° = 32 (mod 9998). (3 pont)
Mindkét oldalt 10 = 1000-rel szorozva: 10%* = 32000 = 2006 (mod 9998). ( )
Ezt 6-tal szorozva: 6-10%® = 6-2006 = 12036 = 2038 (mod 9998). Igy a keresett maradék a 2038.(2 pont)

3. Egy szabdlyos téglatest alaku lada sik feliiletti, lejtés talajon all. A lada A(1;4;2) csicsa a talajon van,
az ezzel szomszédos B(4;2;1) csucsa viszont nincs a talajon. Metszi-e a talaj sikja a z-tengelyt? Ha igen,
hol?

A talaj S sikjanak normalvektora n = AB , (1 pont)
hiszen ez merdleges az S sikra (mert a téglatest oldaléle merdleges az alap sikjara). (1 pont)
Az A-ba, illetve B-be mutaté helyvektorokat a-val, illetve b-vel jelolve n = AB = b —a = (4;2;1) —
(1;4;2) = (3; -2, —1). (2 pont)
fgy S egyenletét n és A alapjan felirva: 3z — 2y — 2z = —7. (3 pont)
A z-tengely pontjai azok, amikre x = y = 0 teljesiil. Ezt S egyenletébe helyettesitve —z = —7, vagyis
z =7 adédik. Igy S a (0;0;7) pontban metszi a z-tengelyt. (3 pont)



4. A p valés paraméter milyen értékeire linedrisan fiiggetlenek az alabbi R*-beli a, b, ¢, d vektorok?
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Tegytik fel, hogy a-a+ - -b+~v-c+ §-d =0 teljesiil valamilyen «, 3,7,d € R skaldrokra. (1 pont)

Behelyettesitve az a, b, ¢, d vektorokat és elvégezve a miiveleteket a kovetkezo linedris egyenletrendszerre
jutunk:

a+46 =

a+56 =
17a+ 198 + 2y + 49
23+ 298 + 57 +p - 6

(1 pont)
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A masodik egyenletbdl az els6t kivonva S = 0. Ezt az elsé két egyenlet barmelyikébe visszahelyettesitve

a = 0 adodik. (1 pont)
[gy a harmadik és negyedik egyenletbdl 4116 rendszer erre egyszeriisodik: 2y+46 = 0, 5y+p-6 = 0.(0 pont)
Itt az utobbi egyenletbdl az eldbbi 2-szeresét kivonva: (p —10) -6 = 0. (1 pont)
Ha p # 10, akkor ebbdl az egyenletbol 6 = 0 adodik. Ezt pedig a 2y 446 = 0 egyenletbe visszahelyettesitve
v = 0 is koévetkezik. (1 pont)
Igy a tanultak szerint minden p # 10 értékre a, b, ¢, d linearisan figgetlenek (mert aa + 5b+ yc+ 0d =0
csak az a = 3 = 7 = 6 = 0 esetben lehet lehetséges). (2 pont)
Ha viszont p = 10, akkor a (p — 10) - 6 = 0 egyenlet semmitmondé. Ekkor példdul a v = 2, § = —1,
a = = 0 megoldésa a fenti linedris egyenletrendszernek (vagyis 2c — d = 0). (1 pont)
Igy a tanultak szerint a p = 10 esetben a, b, ¢, d linedrisan osszefiiggdek. (2 pont)

Ha egy megoldo csak annyit figyel meg, hogy a p = 10 esetben d = 2¢, akkor ezért megkaphatja a pontozas
szerinti utolsé el6tti 1 pontot; ha pedig ebbdl helyesen levonja és megindokolja azt a kovetkeztetést, hogy
a p = 10 esetben a, b, ¢, d linedrisan Osszefiiggk (mert d = O0a + 0b + 2¢), akkor a pontozas szerinti utolsé
2 pontot is. Ha egy megoldé csak azt vizsgilja, hogy d € (a,b,c) milyen p értékekre teljestil és tévesen
azt gondolja, hogy ez elegendo a linearis fiiggetlenség vizsgalatahoz, az alapveto elvi hibanak mindstl és
igy (helyes szamolast és eredményt feltételezve is) legfoljebb csak 3 pont jarhat érte (tgy értve, hogy ez
nem adédhat hozza az imént irt 142 ponthoz, hanem a kettd koziil legfoljebb az egyiket adjuk meg). (Ez
természetesen nem vonatkozik egy olyan megoldasra, ami el6szor megmutatja a, b, ¢ linearis fliggetlenségét,
majd az Gjonnan érkezé vektor lemmajara hivatkozva allitja, hogy a négy vektor linearis fliggetlensége
ekvivalens d ¢ (a, b, ¢)-vel; egy ilyen megoldés elvileg hibatlan lehet és nyilvin maximélis pontot érhet.)
A megoldas soran ad6dé lineéris egyenletrendszer Gauss-eliminacidval is megoldhat6é (annak ellenére is,
hogy ez nem az elsé zarthelyi anyagédban szerepel). Ha valaki igy dolgozik, akkor az eliminéacidért a fenti
pontozas szerinti harmadiknak és negyediknek irt 141 pont jar, a tobbi (az egyenletrendszer egyértelmi
megoldhatdsagara, illetve a vektorok linedris fiiggetlenségére) vonatkozd kovetkeztetés pontozasa megfelel
a fentieknek.

5. AV < R® altér azokbdl az R-beli vektorokbdl all, amiknek az elsé hadrom koordinitéja 1
(folilrdl lefelé) szamtani sorozatot alkot, az utolsé harom koordinataja pedig (szintén folilrol 6
lefelé) 2 kvéciensti mértani sorozatot alkot. (Igy példdul a jobbra lathaté vektor V-beli.) 11
Hatérozzuk meg dim V-t, a V' altér dimenzidjat. (Azt nem sziikséges bebizonyitani egy teljes ii

értékii megoldashoz, hogy V' valéban altér.)



Els6 megoldas. Ha egy v € V vektor els6 harom koordinataja alkotta szamtani sorozat elsé tagja «, a

differencidja pedig §, akkor a feladat szovegéb6l v = (o, o + 0, o + 20, 2 + 46, 4o + 86) 7. (0 pont)
Ezért minden v € V felirhat6 {gy: v =« - (1,1,1,2,4)T + 5 - (0,1,2,4,8)7. (2 pont)
Ez tehat azt jelenti, hogy a b, = (1,1,1,2,4)T és by = (0,1,2,4,8)T vektorok generatorrendszert alkotnak
V-ben. (2 pont)
Masrészt by, by linearisan fiiggetlen rendszer, mert egyik vektor sem skalarszorosa a masiknak. (2 pont)
Igy by, b, bézis V-ben, (2 pont)
vagyis dim V' = 2. (2 pont)

(A o7 jelélés a v sorvektorbdl oszlopvektort készit, illetve forditva; itt a T" a transzpondlds réviditése, ezt
a targyban késébb altalanosabban is definidljuk, itt csak helytakarékossag céljabél hasznaltuk.)

Masodik megoldas. A tanult eljarast hasznaljuk V egy bazisanak az elkészitésére. (0 pont)
Ehhez el8szor vélasztunk egy tetszbleges b, € V', by # 0 vektort: példaul b, = (1,0, —1, -2, —4)T. (1 pont)
Ekkor b; nem generatorrendszer V-ben példaul azért, mert (b;) minden elemének mésodik koordinataja 0,

igy konnyen vélaszthatunk egy by € V, by ¢ (by) vektort: legyen példaul b, = (0,1,2,4,8)T. (2 pont)
Most azt kell megvizsgalnunk, hogy V' = (b;,b,) mar igaz-e. Ehhez vegytlink egy tetszéleges v € (by, by)
vektort. Ekkor v = ab; + Bb, valamilyen «, 5 skaldrokra, (1 pont)
vagyis v = (o, 8, —a + 23, —2a + 43, —da + 83)T. (1 pont)

Megmutatjuk, hogy minden v € V vektor felirhato ilyen alakban. Valéban, ha egy v € V els6é két koor-
dinataja «, illetve 8, akkor az els6é harom koordinata alkotta szamtani sorozat differenciaja f — «, igy v
harmadik koordinataja 8 + (6 — a) = —a + 2. Innen pedig v negyedik és 6tddik koordinataja valéban
—2a 440, illetve —4a+ 843, mert az utolsé harom koordinata 2 kviciensii mértani sorozatot alkot.(1 pont)
Igy b;, b, mér generatorrendszert alkot V-ben. (2 pont)
A tanult eljarast kovetve tehat a by, by bazist kaptuk V-ben, amibdl dim V' = 2. (2 pont)
(Az olyan ,megoldasok”, amik minddssze arra hivatkoznak, hogy egy v € V vektor els6 két koordina-
tajat lerogzitve a tobbi mar egyértelmiien adodik, igy ,,V elemeinek két szabad paramétere van”, ezért
dim V' = 2, alapvetd elvi hiban alapulnak és igy nem érnek pontot.)

6*. Adjuk meg 1024 dsszes cinkosét (vagyis az 6sszes olyan 1024-nél kisebb, pozitiv egészt, amik a Fermat-
teszt végrehajtdasakor nem tanusitjak 1024 Osszetett voltat).

* ok ok ok ok

Legyen a az 1024 egy tetszbleges cinkosa. Ekkor tehat 1 < a < 1023, (a,1024) = 1ésa'* =1 (mod 1024)
(a cinkos definici6ja szerint). (1 pont)
Mivel 1024 = 20 ezért a tanult tétel szerint ¢(1024) = 219 — 29 = 512. ( )
Mivel (a,1024) = 1, ezért alkalmazhaté az Euler-Fermat tétel: ( )
a®?=1 (mod1024). ( )
Ezt négyzetre emelve: a'% =12 =1 (mod 1024). (1 pont)
Ezekbél 1 =a'® =a'" . =1-a=0a (mod1024), vagyisa =1 (mod1024). ( )
Ebbdl pedig 1 < a < 1023 miatt a = 1 adddik. ( )
Mivel 1 nyilvan cinkosa 1024-nek, hiszen (1,1024) =1és 1'% =1=1 (mod 1024), ( )
ezért 1024 egyetlen cinkosa az 1. (0 pont)
(A fenti pontozds szerinti 3 pont megszerzéséhez meggy6zéen kell indokolni, hogy az a'®® =1 (mod 1024)
és ' =1 (mod1024) kongruencidkbdl a =1 (mod 1024) valéban kovetkezik.)



