Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2022. oktober 18.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutaté minden
feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsénak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések
egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az ttmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphatd. Ha egy megoldd egy feladatra
tobb, egymastol 1ényegesen kiilonbozé megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhatd pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibat tartalmazo is, tovdbba a dolgozatbdél nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatoban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré j6 megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitds nélkil csak az eléadason szereplo
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Hény olyan egész szam van 1 és 10 000 kozott, aminek az utolsé két szamjegye (a tizes szédmrendszer-
ben) 34 és a hexadecimdlis alakjanak az utolsé jegye E? (A hexadecimdlis szamrendszerben az E a 14-es
szamjegyet jeloli.)
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Egy, a feladat feltételeinek megfelel6 n egészre n =34 (mod 100) és n =14 (mod 16) adédik. (1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult mddszerrel oldjuk meg. Az elsé kongruenciabol n = 100k + 34

valamilyen k egészre. (1 pont)
Ezt a mésodikba helyettesitve: 100k 434 =14 (mod16). Mindkét oldalbél 34-et levonva a
100k = —20 (mod 16) linedris kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Ez a linearis kongruencia (100, 16) = 4 | —20 miatt megoldhato. (0 pont)
100 = 4 (mod16) és —20 = 12 (mod 16) miatt a linedris kongruencia 4k = 12 (mod 16) alakba is
irhato. (1 pont)

Mindkét oldalt 4-gyel osztva: k =3 (mod4), ahol a modulust (4, 16) = 4 miatt osztottuk 4-gyel.(1 pont)
Mivel az osztas ekvivalens atalakitas volt, ezért k =3 (mod4) valoban a linedris kongruencia megoldds-

halmazat adja meg. (2 pont)
Ebb6l tehdt k = 4¢ + 3 valamely ¢ egészre. Ezt visszahelyettesitve: n = 100k + 34 = 100(4¢ + 3) + 34 =
4004 + 334. (2 pont)
Mivel ez az £ = 0,1, ...,24 értékekre esik 1 és 10000 kozé, ezért 25 darab, a feladat feltételeinek megfelel6
egész szam létezik. (1 pont)

A megoldas kozben el6allt linearis kongruencia természetesen mas tanult modszerekkel, igy akar az Euk-
lideszi algoritmussal is megoldhaté. Aki a fent leirthoz hasonlé utat valaszt, az a 1épések ekvivalencidjara
val6 hivatkozast kivalthatja ellenorzéssel vagy arra valdé hivatkozassal, hogy a tanultak szerint a megol-
déasok szdma modulo 16 (100,16) = 4, ami megfelel a kapott £ = 3 (mod4) eredménynek (hiszen az
k=3,7,11 vagy 15 (mod 16) alakba is irhat).



2. Egész szam-e az alabbi?

5-279%1 + 5
1400
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A kérdés az, hogy 5 - 279%! + 5 oszthaté-e 1400-zal. (1 pont
©(1400) = (23 - 52 - 7) = (23 — 2%)(5% — 5)(7 — 1) = 480 a tanult képlet szerint. (1 pont
(279,1400) = 1, mert 279 se 2-vel, se 5-tel, se 7-tel nem oszthato. (1+1 pont
Igy az Euler—Fermat tételbol 279480 =1 (mod 1400) kovetkezik. (1 pont

Ezt négyzetre emelve: 279%° =12 =1 (mod 1400) adédik. (
Mindkét oldalt 279-cel szorozva: 279%! = 279  (mod 1400). (

Most mindkét oldalt 5-tel szorozva: 5 - 279%! = 5.279 = 1395 = —5  (mod 1400). (1 pont
Igy (a kongruencia definici6ja szerint) 1400 | 5 - 279%6" 4 5, (
vagyis a feladatban szerepl6 szam egész szam.

Megjegyezziik, hogy a feladat valojaban egyszertibben, az Euler-Fermat tétel alkalmazasa nélkil is
megoldhat6. Ugyanis 5-tel vald egyszertisités utan a feladatbeli tort alakja: 279;86(;“. Ennek az egész
volta pedig konnyen koévetkezik a 279 = —1 (mod280) kongruencia 961-edik hatvanyra emelésébdl:

279%1 = (—1)%! = —1  (mod 280). Ebbdl tehdt 280 | 279%! 4 1 valéban adddik.

3. A tanult Euklideszi algoritmus segitségével hatarozzuk meg az 6sszes olyan egészt 0 és 301 kozott, aminek
a 222-szerese 34 maradékot ad 302-vel osztva. (A feladat tehat nem csupéan a keresett szamok meghataro-
zésa, hanem a tanult algoritmus futtatdsa és a miikodése kozben végzett szamitdsok dokumentalasa is.)
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A feladat a 222z = 34 (mod 302) linedris kongruencia megoldésa (az Euklideszi algoritmussal). (1 pont)

Az algoritmus el6szor meghatérozza (222, 302) értékét: (1 pont)
302 =1-222+ 80
222 =2-80+ 62
80 =1-62+18
62=3-18+8 (2 pont)
18=2-8+2
8§=4-240
fgy (222,302) = 2. (1 pont)
Mivel ez 1-nél nagyobb, ezért a linedris kongruenciat leosztjuk vele: 111z = 17  (mod 151). (1 pont)
Az igy kapott alakkal folytatjuk az algoritmus végrehajtasat:
(¥) 151z =0 (mod 151)
(B) 111z = 17 (mod 151)
(x) —1-(B): (1) 40x = —17 (mod 151)
(B)—2-(1):(2) 3lz =51 (mod 151) (2 pont)
(1)=1-(2):(3) 9z = —68 (mod 151)
(2)—3-(3):(4) 42 =255=104 (mod 151)
(3)—2-(4):(5) a=-216=26 (mod 151)
Igy a linedris kongruenciat kielégits egészek 0 és 301 kozott: 26 és 177. (2 pont)

Ha egy megoldé (222, 302) meghatarozasat nem az algoritmussal végzi (hanem példaul a primtényezés fel-
bontés alapjan), az a fenti pontozas szerint a legnagyobb kézos 0szt6 szamitdsaért jaré 2 pontot veszitse el.
Ha egy megoldé egyaltalan nem foglalkozik a legnagyobb kozos oszté szamitasaval, hanem a kongruenciak
kivondsan alapulé 1épéssort a 2222 = 34  (mod 302) kongruenciaval kezdi, az a tanult algoritmus ismere-
tének az alapveto hidnyat mutatja, igy a linearis kongruencia felirdasaért jaré 1 ponton kiviil a szamolasért
legfoljebb tovabbi 1 pontot kaphat; ha azonban a szamolds végén (a 2x =52 (mod302) kongruencia
2-vel valé osztdsa utdn) kapott eredményrol helyesen megmutatja, hogy ezzel valoban a linearis kongru-
encia megoldasait kapja, akkor ezért tovabbi 2 pont adhaté. (fgy tehat egy ilyen, nem a legnagyobb kozos
osztoval valo leosztassal induld — és igy nem a tanult algoritmust koveté — megoldéds Gsszesen legfoljebb 4
pontot érhet.)



4. Trjuk fel annak a siknak az egyenletét, ami tartalmazza az e egyenest és nincs kozos pontja az f
egyenessel, ahol e és f egyenletrendszerei az alabbiak:

r  1-2y
712

=b—y, 2=2 f: =8—z
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Az e egyenes egyenletrendszerét —1 = y_;f, z = 2 alakba {rva kiolvashatd, hogy e atmegy a P(1;

ponton és iranyvektora a v, = (2; 1 ) Vektor (2 pont
—0

+2)
)
)
)

Hasonléan, f egyenletrendszerét *== = 4= ;/ 2 = (A&tmegy a Q(0;1/2;8
ponton és) iranyvektora a v, = (7; —6; —1) Vektor (2 pont
Mivel S tartalmazza e-t és nincs kozos pontja f-fel, ezért mindkettével parhuzamos. Igy az n vektor akkor
lesz normalvektora S-nek, ha meréleges v -re és v-re is (és n # 0). (1 pont)
Ebbél v, -n = 0 és v, -n = 0 kévetkezik (a skaldris szorzat definicidja szerint). (1 pont)
Ha n = (a, b, ), akkor ebbél (a skaldris szorzat kiszamitasara tanultak miatt) 2a —b =0 és Ta—6b—c =0
adodik. (1 pont)
Az els6 egyenletbél b = 2a, ezt a mésodikba helyettesitve ¢ = —5a. Igy példdul n = (1;2; —5) normélvek-
tora S-nek. (1 pont)

S atmegy a P-n (mert tartalmazza e-t). Igy ebb6l és n-bél felirhaté S egyenlete: x + 2y — 5z = 1.(2 pont)

5. Alljon a V' C R® halmaz azokbdl az R%-beli vektorokbdl, amelyek elsé harom koordinétéjanak az osszege
legaldbb annyi, mint az utolsé két koordinatajuk dsszege. Alteret alkot-e R°-ben a V' halmaz?
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A v =(1,0,0,0,0)" vektor V-beli (mert 1 4+ 0+ 0 > 0+ 0). Azonban a (1) -v = (—1,0,0,0,0)” vektor
nem V-beli (mert —1+0+0 < 0+ 0). (6 pont)
Mivel v € V', de (—1) - v ¢ V, ezért az altér definicidja sériil, vagyis V' nem altér. (4 pont)
Bar ez kozvetlentil nem jarul hozza egy helyes megoldashoz, de ha egy megoldé (hidanytalanul) megmutatja,
hogy u,v € V esetén u+ v € V is teljesiil, akkor ezért 4 pontot kaphat; ha pedig a megolddsban nyoma
van annak, hogy a skaldrral valé szorzasra vald zartsagot is elkezdi vizsgalni (és nem csak felirja), akkor
ezért tovabbi 1 pont adhaté.

6*. Az R"-beli a, b, ¢, d vektorokrdl tudjuk, hogy az a, b, ¢ vektorok linedrisan fiiggetlenek, de az a + b+ ¢,
a —b—3d, a+ ¢+ 5d vektorok linedrisan Osszefuiggdk. Kovetkezik-e ebbél, hogy d € (a, b, ¢)?
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Az a+b+c, a—b—3d, a+ c+ 5d vektorok linearis Osszefiiggosége azt jelenti, hogy léteznek olyan «, 3,y
skaldrok, amik kozott van 0-t6l kiillonbozd és a(a+b+c¢) + B(a —b—3d) + v(a+ ¢+ 5d) = 0. (2 pont)
Atrendezve: (a4 B +7)a + (a — B)b+ (a +7)c+ (57 — 38)d = 0. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy 5y — 38 # 0. Tegyiik fel ugyanis, hogy ez nem igaz: 5y — 38 = 0. Ekkor az el6z6
egyenletbdl (a+ S+ v)a+ (a— 8)b+ (a+7)c = 0 adddik, amibél az a, b, ¢ vektorok linedris fiiggetlensége

miatt o+ +v=0,a— =0 a+~v=0. (1 pont)
Itt a masodik, illetve harmadik egyenletbol § = «, illetve v = —a. Ezeket az elsébe visszahelyettesitve
a =0, amibol § =0 és v = 0 is kovetkezik. (1 pont)
Ez viszont ellentmond annak, hogy «, # és v kozott van 0-tél kiilonbozo és igy valéban igazolja az
by — 3 # 0 allitast. (1 pont)
Igy a fenti, 4trendezés utdn kapott egyenletbél a kovetkez6t nyerhetjiik:

P ks P el e e B (2 pont)

- 38 —-5y 3B —5by 38 — by

Ebbdl pedig kovetkezik a d € (a,b,c) &llitas (hiszen d kifejezhetd linedris kombinaciéval az a, b, ¢ vekto-
rokbol). (2 pont)
A feladat kérdésére tehat a valasz: igen, kovetkezik.



