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Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt lépések egy maximélis pontszidmot éré megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az Gtmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitéo hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldo egy feladatra
tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pont-
szam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a
legtdbb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van
helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a
pontszam 0).

Minden feladat 10 pontot ér. Az ttmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszt-
hatok. Az dtmutatoban leirttol eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér. A megoldas
menetét érdemben nem befolyasolo szamolasi hibakért altalaban (vagyis ha nincs méasképp jelezve) 1
pontot vonjunk le, a megoldas menetét érdemben nem befolyésolo elirasokért (vagyis amikor a hallgato
nyilvanval6an nem azt irta le, amit szeretett volna, pl. feladat adatainak masolasakor, sajat részered-
ményének masolasakor) nem muszaj pontot levonni. Fontos, hogy gy6z6djiink meg réla, hogy valoban
szamolési hibarol, illetve elirasrél van sz6, mivel az elvi hibakért ennél sokkal tobb pontot kell levonni.
Ha egy szamolasi hiba vagy eliras a megoldas menetét érdemben befolyasolja, akkor csak azokat a rész-

pontokat kaphatja meg a hallgato, amik a feladat eredeti forméajanak megoldasahoz is hozzajarulnak.

1
1. Legyen V azon altere R*-nek, melyet azok a vektorok alkotnak, melyek z1, x5, 23, 74

1
koordinataira teljesiil, hogy x4 = =1 + 225 — 3x3. Adjunk meg V-ben egy olyan bazist, =11
mely tartalmazza a jobbra lathato v vektort. 0
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Az elGadason tanult eljarast kovetjiik: egy fiiggetlen rendszert bévitiink egyesével, amig bazist nem

1
kapunk. A kezdeti fliggetlen rendszer az 1 vektorbol all, ehhez kell egy tovabbi vektort gy, hogy
0
egyiitt is fiiggetlenek legyenek. (1 pont)
3 1
Erre alkalmas pl. a (1) vektor, hiszen ez nem skalarszorosa 1 -nak (ez pedig a tanult eljaras
0 0
vagy az Gjonnan érkezé vektor lemmaja szerint elegendd). (2 pont)

A kapott fiiggetlen rendszert a kovetkezd 1épésben bévithetjiik pl. az vektorral, hiszen az nem
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allhat el az els6 két vektor linearis kombinaciojaként (ez ismét a tanult eljaras vagy az tjonnan érkezd
vektor lemméja szerint elegendd), mivel a negyedik koordinataja 1, mig a masik két vektor negyedik
koordinataja 0. (2 pont)
Azt allitjuk, hogy a kapott rendszer a kérdéses altér bazisa lesz. Egy 3 dimenzids altérben 3 fiiggetlen
vektor a tanultak szerint bazist alkot, ezért elég belatni, hogy a kérdéses altér valoban 3 dimenzios.

(1 pont)
Az altér az F-G egyenl6tlenség miatt 3-nal kevesebb dimenzios nem lehet, mivel van benne 3 fliggetlen
vektor, (2 pont)

4 dimenziés pedig nem lehet, mivel ekkor maga R* lenne (hiszen 4 darab R*-beli fiiggetlen vektor a
tanultak szerint R? bazisa lenne), ami nyilvan nem all fenn (hiszen R* nem minden vektoréra teljesiil,
hogy x4 = x1 + 2x9 — 3x3). (2 pont)

Szigorian véve azt is be kéne latni, hogy az altér nem 5 vagy tobb dimenzids, de ennek hidnyaért ne
vonjunk le pontot. A harom vektor megadéasa utan folytathatjuk a megoldast a kovetkezSképp is (a
megoldas eddigi menete alapjan azt mar tudjuk, hogy a vektorok fiiggetlenek).

Ahhoz, hogy a megadott vektorok bazist alkossanak, azt kell még belatnunk, hogy generdlnak minden
olyan vektort, ami az altérben van. (1 pont)
Legyen z ilyen vektor és legyenek a koordinatai x, s, r3, 4. Azt kell megmutatnunk, hogy léteznek
a, b, c skalarok, melyekre

1 3 1 T
1 0 0 o )
al +0b ) +c o= z
0 0 1 Ty
(1 pont)
Vagyis az
131 T
1 00 i)
110 T3
001 Ty
egyenletrendszerrdl kell belatnunk, hogy létezik megoldéasa (az a, b, ¢ valtozokra). (1 pont)
A maésodik és a negyedik sor (egyenlet) alapjan a = x9,¢ = x4, most a harmadik sor alapjan

b=x3—a=x3— xy és az igy kapott a,b, c értékek nem csak a masodik, a negyedik és a harmadik
egyenletet elégitik ki, hanem az els6t is: a + 30 + ¢ = x5 + 3(x3 — x2) + 14 = =229 + 323 + 14 = T4,

hiszen tudjuk, hogy x4 = z1 + 219 — 3x3. (2 pont)
p 137
1 p 88
2. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determinans értékét minden p valds szam esetén. 011 1
03 pp
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Jeloljiik a keresett determinans értékét D-vel. A kifejtési tételt az els6 oszlopra alkalmazva: D =
p 88 137

p-|1 1 1]—-1-|111 (3 pont)
3 pp 3pop
(Itt a 0-val szorzott tagokat mar elhagytuk.) Az els6, p-vel szorzott determinans két oszlopa azonos,
igy az értéke 0 (hiszen az egyikbdl a masik sort kivonva csupa 0 oszlopot kapnank). (2 pont)
A masodik, (—1)-gyel szorzott determinans masodik sordnak p-szeresét kivonjuk a harmadik soraboél
(ez az értékét nem valtoztatja meg), (2 pont)
majd ismét a kifejtési tételt alkalmazzuk, az utolsé sora szerint:
1 37 3 7
D=-1-| 1 11 :—1-(3—p)-‘11 (2 pont)
3—p 00




Innen a 2 x 2-es determinansok kiszamitasara vonatkozé ismert szaballyal fejezhetjiik be a megoldést:
D= —(3—p)(—4) =12 —4p. (1 pont)

Természetesen a determinans értéke sok mas tton is megkaphato, a leggyorsabban gy, hogy a 4.
oszlopbol a 3.-at levonjuk, majd a 4. oszlop szerint fejtjiik ki a determinanst. Alkalmazhaté a Gauss-
eliminacio is, de paramétert tartalmazé kifejezéssel leosztva kiilon kell kezelni azt az esetet, amikor
annak az értéke 0, illetve 0-to6l kiilonb&z6. Minden, a megoldast érdemben nem befolyasol6 szamolasi
hiba 1 pont levonast jelent. A determinansra vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hi-
anyabol fakado elvi hibak viszont darabonként 4 pont levonast jelentenek. Ilyenek példaul: a kifejtési
tételben a sakktablaszabalybol szarmazé elGjel elhagyésa, vagy helytelen megallapitasa (kivéve, ha
teljes biztonsaggal meggy6zGdtiink rola, hogy elirasrol (0 pont levonas), illetve szamolasi hibarol (1
pont levonas) van sz0); paramétert tartalmazo kifejezéssel valo osztas a sziikséges esetvizsgalat nélkiil;
egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utdn a determinans értékvaltozasanak figyelmen kiviil
hagyasa vagy hibas kdvetése. Kétes esetekben elvi hibanak tekintend6 minden olyan hiba, amikor nincs
nyoma annak, hogy a megoldé a széban forgd ismeretet helyesen probélta alkalmazni.

3. Dontsiik el, hogy a p valos paraméter mely értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldas, adjuk is meg az 0sszeset.

$1+3$2+6$3+21L’4 = 5

ZI}1+5$2+8$3+4$4 = 7
201+ 622+ (p+12) 23+ (p+5)-z4 = 10

Gauss-eliminacioval az egyenletrendszert az
1 3 6 2 5
0 1 1 1 1
0 0 p p+1]0
alakra hozzuk. (2 pont)

Ha p # 0, akkor a harmadik sort p-vel osztva folytatjuk az eliminéciot, (1 pont)
melynek végén az

1 0 0 —1- 3D
P
0 1 0 1-E% |1

0 0 1 ptl
p
redukalt 1épcsés alakhoz jutunk. (1 pont)
Innen a megoldas z4 =a € R,z =24 (1 + @)a,xg =1—-(1- %l)a,xg = —I%Ia. (2 pont)

Ha p = 0, akkor meg is kaptuk a lépcsds alakot (a 3. vezéregyes a 4. oszlopban van), ahonnan az
eliminaciot folytatva az

1 0 3 012
0 1 1 0]1
0 0 0 110

redukalt lépesés alakhoz jutunk. (2 pont)
Innen a megoldés x3=b € R,y =2 —3b,z0 =1—b, x4 = 0. (2 pont)

Szamolasi hibékért darabonként 1 pontot vonjunk le, elirasokért (ha nem lett kdnnyebb téliik a feladat)
nem muszaj pontot levonni.

4. Legyen A a jobbra lathat6 matrix. Adjunk meg egy olyan B maétrixot, A= ( 2 47 )
melyre AB a 2 X 2-es egységmatrix. 3 7 10
* % X % k

Jo eredmény, megfelelg indoklassal (pl. A és B megfelel§ sorrendii szorzata kiszamolva vagy A bér-
mely 2 X 2-es részmatrixanak inverze (pl. Gauss-eliminéacioval) kiszamolva (mind a harom invertélhato



lesz) és B megfelel§ pozicioiba beirva, a maradék két hely pedig 0-kkal feltoltve) 10 pont. Szamolasi
hibékért darabonként 1 pontot vonjunk le, ha azok a megoldést, illetve annak menetét érdemben nem
befolyasoljak. Ha valaki csak B-t és az AB szorzatot kozli, barmiféle részeredmény nélkiil, de az ered-
mény hibés, akkor 0 pontot kapjon. Ha valaki nincs tisztdban azzal, hogy nem négyzetes matrixnak
nincs inverze, az a tobbi, ettdl fiiggetlen probalkozasaira legfeljebb 4 pontot kapjon, azt is csak akkor,
ha ezek a probalkozasok az elvi hibas megkozelitéstsl valoban jol lathatoan fiiggetlenek. Altalaban
is igyekezziink meggy6zdni rola, hogy a szamitasok mogott valameilyen (helyes) koncepcio huzodik
meg, az irany nélkiili probalkozasokra kevés (legfeljebb 2) pontot adjunk. Aki ugy véli, hogy alkalmas
B nem létezik, mert A nem négyzetes, az 0 pontot kapjon. Alabb kozliink egy, a sziikségesnél némileg
bonyolultabb megoldéast, ami vélhetGen sokak megoldasara fog hasonlitani.

a d

Keressilk B-t B = b e alakban. Ekkor a,b,c-re a 2 4 7)1 egyenletrendszert,
3 7 101]0
f
2 4 710
d,e, f,-re a s 7 o101 egyenletrendszert kell megoldanunk. (2 pont)
1 0o 2| I
Az els6 egyenletrendszer az 21 23 redukalt 1épcsss alakra vezet, (2 pont)
0 1 1|3
2 2
ahonnan a megoldas c € R,a = % — gq b= —% + %c. (1 pont)
1 0 9 —
A masodik egyenletrendszer az ( 21 ) redukalt lépcsds alakra vezet, (2 pont)
0O 1 —s 1
2
ahonnan a megoldds f € R,d=—-2—3f e=1+1f. (1 pont)
Egy helyes megoldas felirasa (vagyis a matrix vagy elemeinek megadésa). (2 pont)
3 6 12 9
5. Hatarozzuk meg a jobbra lathaté matrix rangjat minden x € R értékre. 2 4 x 3z
1 5 6 9

* ko ok ok Xk

A rangot Gauss-eliminacioval allapitjuk meg: az nem lesz mas, mint a 1épcsés alakban a vezéregyesek

vagyis a sorok) szama. 1 pont
gy
Gauss-eliminacioval az

1 2 4 3

o1 2 2

0 0 =z—8 3z—6

alakot kapjuk. (2 pont)
Két vezéregyesiink méar van, (1 pont)
a harmadikat pedig akkor tudjuk létrehozni a harmadik oszlopban, ha x # 8. (2 pont)
Vagyis = # 8 esetén a rang 3. (1 pont)
Ha x = 8, akkor a harmadik oszlopban nem lesz vezéregyes, de a negyedik oszlopban &ll6 elem 18, igy
a sort 18-cal osztva megkapjuk a harmadik vezéregyest is, (2 pont)
vagyis a rang ekkor is 3. (1 pont)

6*. Egy 10 egyenletbdl all6, 10 ismeretlenes lineéaris egyenletrendszer a kibévitett egyiitthatoméatrixaval
van megadva. Tudjuk, hogy az egyenletrendszernek végtelen sok megoldéasa van.

a) Igaz-e, hogy minden esetben elérhets a kibdvitett egyiitthatomatrix egy elemének megvaltozta-
tasaval, hogy az egyenletrendszernek egyértelmi megoldésa legyen?

b) Igaz-e, hogy minden esetben elérhetd a kibGvitett egyiitthatomatrix egy elemének megvaltozta-
tédsaval, hogy az egyenletrendszernek ne legyen megoldasa?



Az els6 allitas nem igaz, ehhez elég egy csupa 0-bol allo kibovitett egyiitthatoméatrixot szemiigyre
venni. Ennek barmely elemét megvaltoztatva (s6t, akar barmely 9 elemét megvaltoztatva) sem lehet
elérni, hogy a megoldas egyértelmi legyen, mivel még mindig lesz csupa 0 sora, azaz a Gauss-eliminacio
soran nem keletkezhet 10 vezéregyes. (3 pont)
A masodik allitds viszont igaz lesz. Tudjuk, hogy kezdetben az egyiitthatomatrix bal oldalanak 10
sora és 10 oszlopa van. Futtassuk le a Gauss-eliminéciot, ekkor — mivel van megoldés — megkapjuk a

(redukalt) 1épcsds alakot. (1 pont)
A (redukalt) lépesds alaknak azonban nem lehet 10 sora, hiszen ekkor — a tanultak szerint — egyértelms
lenne a megoldas. (2 pont)
Kellett tehat az eliminacié kozben kapnunk legalabb egy csupa 0 sort, amit toroltiink. (1 pont)

Ha ebben a sorban a jobb oldalon all6 kezdeti értéket megvaltoztatjuk, akkor az eliminécié soran
nem csupa 0 sort, hanem tilos sort fogunk kapni, hiszen a bal oldalon tovabbra is csupa 0, mig a jobb
oldalon 0-tol kiilonb6z6 szam fog allni, igy a masodik allitas csakugyan igaz. (3 pont)

Azt, hogy a csupa 0 sorban a jobb oldalon all6 kezdeti értéket megvaltoztatva csakugyan tilos sort
fogunk kapni, precizen gy lehet belatni, hogy a valtozast a csupa 0 sor jobb oldalén ejtjiik meg, majd
az eliminacio lépéseit megforditva haladunk visszafelé az inputig, ahol is a valtozas egyediil az emlitett
elemet fogja érinteni. Ennek a gondolatnak a hidnyaért persze nem kell pontot levonni.



