Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2016. december 5.

MASODIK ZH POTLASA

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
gy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg az alabbi matrix rangjat minden x € R értékre.
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A tanultak szerint a rang egyenlé a matrixbol Gauss-eliminécioval kapott lépcsés alakban szerepld
vezéregyesek szamaval. (2 pont)
A matrix els§ sorat a masodikbol levonva, majd az els sor z-szeresét a a harmadik sorbol levonva az
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matrixot kapjuk. (
A masodik oszlopban tehat pontosan akkor lesz vezéregyes, ha x # 1. (
A maésodik sort ekkor (z # 1) (x — 1)-gyel osztva valoban megkapjuk a masodik vezéregyest. (1 pont
Ha most x # 0 is teljesiil, akkor a harmadik oszlopban is lesz vezéregyes, (
(

tehat a matrix rangja ekkor (x # 0,2 # 1) 3. 1 pont
Ha z = 0, akkor a harmadik oszlopban nincs vezéregyes, igy ekkor a rang 2. (1 pont
Végiil, ha x = 1, akkor sem a masodik, sem a harmadik oszlopban nincs vezéregyes, igy ekkor a rang

1. (1 pont)

Ha valaki csak azt bizonyitja be, hogy a rang x = 1 esetén 1, az 1 pontot kapjon, aki pedig azt, hogy
x = 0 esetén a rang 2, az 2 pontot.

2. Legyen az f : R? — R* linearis leképezés matrixa a jobbra lathato matrix. Adjunk 100
meg a matrixdval egy olyan h : R® — R? linearis leképezést, melyre nem létezik olyan 010
g : R® — R3 linearis leképezés, melyre f o g = h teljesiilne (ahol fog az f és g 001
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fiiggvények kompoziciojat jeloli). Allitasunkat természetesen bizonyitsuk is.



A tanultak szerint [f o g| = [f] - [g]- (1 pont)
Ha tehat sikeriilne olyan A € R**3 métrixot megadnunk, melyre nem létezik olyan B € R**3 matrix,
melyre [f]- B = A, (2 pont)
akkor az a h lineéris leképezés, melynek A a méatrixa, megfelelne a feladat feltételének, (1 pont)
hiszen ha lenne olyan g : R3> — R3 linearis leképezés, melyre f o g = h teljesiilne, akkor
A= [h] =[fog] =][f][g] lenne, ami lehetetlen. (1 pont)
Ilyen A métrixot viszont nem nehéz megadni: mivel [f] - B oszlopai az [f] oszlopainak a lineéris
kombinacioi, (2 pont)
elég, ha A-nak van olyan oszlopa (mondjuk az els§), ami nem all el6 [f] oszlopainak a linearis
kombinaciojaként. (1 pont)
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1k 100
Ilyen méatrix példaul 100 |’ (1 pont)

000

hiszen az els6 oszlop els6 harom koordinajat megfigyelve az deriil ki, hogy az els6 oszlop csak akkor
lehetne [f] oszlopainak linearis kombinédcioja, ha minden egyiitthato 1, ekkor viszont a negyedik
koordinata nem 0 lenne, hanem 6. (1 pont)

3. Legyen f : R? — R? az a linearis transzformécio, mely minden vektorhoz annak az x = y egyenesre
vett tiikorképét rendeli. Adjuk meg f-nek a {by = (3,7),by = (2,5)} bazis szerinti matrixat. (Azt, hogy
f valoban linearis transzformécio, nem kell belatni.)
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Els6 megoldas. Jeloljik a {by, by} bazist B-vel. [f]p els6 oszlopa a tanultak szerint [f(b,)]s, masodik

oszlopa [£(by)]. (2 pont)
f(by)-et és f(by)-t nem nehéz meghatarozni, az elgbbi a (7,3) vektor, az utobbi az (5,2) vektor.

(1 pont)
A (7,3) vektor B szerinti koordinatavektorat Gauss-eliminacioval (vagy mashogy) kiszamitva a
(29, —40) vektort kapjuk, (3 pont)
az (5,2) vektor B szerinti koordinatavektoranak pedig (21, —29) adodik. (3 pont)
A keresett matrix tehat ( _220 _2219 ) (1 pont)

Masodik megoldas. B-vel jelolve a B = {b,,b,} bézis (oszlop)vektorainak egyesitésével keletkezd mét-
rixot, a kovetkezs Osszefiiggést irhatjuk fel a bazistranszforméciorol tanultak alapjan: [f]g = B~![f]B.

(1 pont)
A B7! matrixot Gauss-eliminacioval kiszamitva B~ = _57 32 ) adodik. (3 pont)
Az [f] méatrix kiszamitasahoz f(1,0)-t és f(0,1)-et kell meghataroznunk, az el6bbi (0, 1), az utébbi
(1,0) lesz, (2 pont)
ez alapjan [f] = ( (1] (1) ) (2 pont)
Tnnen [f]5 = B-![f]B = ( 2 ) (2 pont)



4. Tudjuk, hogy egy f : R? — R? lineéris transzforméacié minden x € R esetén az (x,2) vektorhoz
a (4,x) vektort rendeli. Hatarozzuk meg f matrixanak két olyan sajatvektorat, melyek kiilonb6zd
sajatértékekhez tartoznak.
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Els6 megoldas. Jeloljiik f matrixat A-val. A konnyen kiszamithato példaul az f(0,2) = (4,0) és az
f(2,2) = (4,2) egyenldségekbdl (melyeket az x = 0, illetve x = 2 értékek behelyettesitésével kapunk).

(2 pont)

A lineéaris leképezések ismert szabélyait alkalmazva az elsé egyenléségbdl f(0,1) = (2,0), a két egyen-

lségbdl egviitt £(1,0) = £(1(2,2) — (0,1)) = 1£(2,2) — (0, 1) = (0, 1) (2 pont)
0 2

Innen A = ( Lo ) (1 pont)

(Konnyt ellendrizni, hogy az a linearis leképezés, aminek a most megadott A a méatrixa, csakugyan
minden = € R esetén az (z,2) vektorhoz a (4, z) vektort rendeli, de erre nincs sziikség, mert a feladat
szOvegébdl ez mar kovetkezett.) A sajatértékek meghatarozasahoz az A méatrix karakterisztikus poli-
nomjat a szokott modon felirva 22 — 2 adodik, (1 pont)
melynek a v/2 és a —/2 a gyokei, ezek lesznek a sajatértékek. (2 pont)
A V/2-héz tartozo sajatvektorok a (v/2y,v) alaku vektorok (ahol y # 0), a —v/2-h6z tartozo sajatvek-
torok a (—+/2y,y) alakt vektorok (ahol y # 0). A feladat ugyanakkor nem kérte, hogy adjuk meg az
Osszes sajatvektort, elég megadni egyet a v/2-hoz (pl. (v/2,1)) és egyet a —v/2-héz (pl. (—v/2,1)).

(2 pont)

Rosszul felirt matrix sajatértékeinek és sajatvektorainak helyes meghatarozésaért is jar az utolsd 5
pont, ha azonban a rossz matrixnak nincsenek sajatértékei, akkor legfeljebb 2 pont adhato.

Masodik megoldéas. Jeloljiik f métrixat A-val. Keressiink a sajatvektorok kozt olyat, aminek a
masodik koordinataja 2 (nincs ra garancia, hogy van ilyen, de mivel Gket egyszerd keresni, érdemes
vele megprobalkozni). (1 pont)
(x,2) pontosan akkor lesz sajatvektor, ¢ sajatértékkel, ha A - (z,2) = ¢ (z,2).
Ekkor (cz,2¢) =c- (2,2) = A+ (z,2) = f(x,2) = (4, 2),

igy cx =4 és 2c = x,

ahonnan ¢? = 2,

vagyis ¢ = \/§ vagy ¢ = —\/5.

Az el6bbi esetben z = 2\/5, az utobbiban r = —2v/2 1 pont)
és ellenérzés utan meggy6zédhetiink rola, hogy (2v/2,2) és (—2v/2,2) csakugyan az A sajatvektorai,
amik kiilonbozs sajatértékekhez tartoznak. (2 pont)
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5. Hatarozzuk meg a 34x + 86y = 4 egyenlet Gsszes olyan megoldasat, amelyre = és y egész.
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Erdemes az egyenletet 16gton osztani 2-vel, de persze enélkiil is megoldhaté a feladat. A szoveg szerint

az x egészre teljesiil, hogy 17z =2 (mod 43). (1 pont)
A kongruenciat 2-vel szorozva 34z =4 (mod 43) adodik, (1 pont)
ami az eredeti kongruenciaval ekvivalens, hiszen 2 és 43 relativ primek. (1 pont)
A bal oldalb6l 43z-et kivonva, a jobb oldalhoz pedig 86-ot adva a —9x = 90 (mod 43) kongruenciat
kapjuk, (2 pont)
ahonnan (—9)-cel osztva v = —10 (mod43) (mivel —9 és 43 relativ primek, a modulust nem kellett
megvaltoztatni). (2 pont)
Az x szam tehat 43k — 10 alakba irhato (ahol k egész). (1 pont)
Innen y = %7 (1 pont)
vagyis y =4 — 17k. (1 pont)

Ha valaki a kongruenciat nem tudja megoldani, de megdllapitja, hogy annak van megoldasa, az ezért
kaphat 1 pontot. Aki nem foglalkozik azzal, hogy az osztas soran valtozik-e a modulus, attol 1 pontot
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vonjunk le, ha valaki mas modon oldja meg a kongruenciat és tobbszor is mulasztast kévet el az
osztasok soran, attol minden ilyen hidnyossagért vonjunk le 1 pontot. Hasonlo a helyzet a szorzéassal:
aki nem ellenérzi az 1j és a régi kongruencia ekvivalencidjat és késébb sem foglalkozik az esetleges
hamis gyokokkel, attol minden ilyen hidnyossagért 1 pontot vonjunk le. Aki a kongruencia megoldésa
érdekében céltalan, nem el6remutato 1épéseket végez (és a megoldést persze nem kapja meg), az erre a
részre ne kapjon pontot. Ha valaki a 172 =2 (mod 43) kongruencia helyett a (kénnyebben kezelhets)
43y =2 (mod 17) kongruenciat oldja meg (helyesen), az persze ugyanigy kapja meg az erre a részre
jar6 7 pontot.

6*. Legyen f : R? — R? linearis transzformacio, z,y, z pedig olyan 2 magas oszlopvektorok, melyekre
teljesiil, hogy
Az =z, Ay=2y, Az=3z

Igazoljuk, hogy az z,y, z vektorok koziil legalabb az egyik a nullvektor.
* * * * *

Ha z,vy, 2z egyike sem a nullvektor, ( )
akkor a sajatérték definicioja szerint az 1, a 2 és a 3 is az A sajatértéke lesz, ( )
ami lehetetlen, hiszen a sajatértékek a karakterisztikus polinom gyokel, (1 pont)
A pedig 2 x 2-es méatrix, aminek karakterisztikus polinomja masodfoku, ( )
vagyis (a masodfoku egyenlet megoldoképlete szerint) legfeljebb két gyoke lehet. ( )

Az el6adason szoba keriilt (bar persze nem bizonyitottuk be), hogy n x n-es matrixnak legfeljebb n
sajatértéke lehet, igy ha valaki ezt az allitdst haszndlja a bizonyitas soran, attol ezért ne vonjunk le
pontot.



