Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2016. december 5.

ELSO ZH POTLASA

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatéd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az itmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitéo hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepls
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszdma szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Az e egyenes egyenletrendszere x = £ = £, az f egyenes egyenletrendszere pedig % =
Dontsiik el, hogy e és f parhuzamosak-e. Ha igen, akkor hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét,

amely mindkett&t tartalmazza.

R SR S S

A két egyenes paraméteres egyenletrendszerét felirva (vagy akar anélkiil is) leolvashato, hogy e-nek

iranyvektora az (1, 3,5) vektor, f-nek pedig iranyvektora a (—2, —6, —10) vektor, (1 pont)
vagyis a két egyenes parhuzamos (hiszen az iranyvektoraik parhuzamosak). (1 pont)
Mivel e-n rajta van a P(0,0,0) pont és f-en a (0, 3,2), (1 pont)
ezért ]@ =q—p = (0,3,2) parhuzamos az e-t és f-et tartalmazé S sikkal (ahol ¢ és p a megfelels
pontokba mutaté helyvektorok). (1 pont)
Parhuzamos ezen kiviil S-sel az egyenesek barmely k6z0s v irdnyvektora is, ezért S-nek normalvektora
lesz az n = v x ]@ vektor. (2 pont)
Ezt a tanult képlettel hatarozzuk meg:

tJk

n=1|135|=-9—2j+3k=(-9,-2,3). (2 pont)
03 2 -

A kapott n normalvektor és P (vagy Q) segitségével S egyenlete mar a tanult képlettel felirhato:
-9z — 2y + 3z = 0. (2 pont)
A megoldés soran valamikor meg kell vizsgalni, hogy a v, illetve ]@ vektorok nem parhuzamosak-
e, ekkor ugyanis a vektorialis szorzatuk nem lenne alkalmas norméalvektornak. Ez persze kovetkezik
abbol, hogy e és f parhuzamosak, de nem esnek egybe, vagy abbél is, hogy a vektorialis szorzat nem a
nullvektor lett és persze a két vektor alapjan kozvetleniil is leolvashat6. Ennek hidnyaért mindenesetre
ne vonjunk le pontot. Ha egy megold6 az egyenesek iranyvektorait hibasan olvassa ki és ezért arra a
kovetkeztetésre jut (a hibas iranyvektorokbol helyesen), hogy e és f nem parhuzamosak, akkor ezért a
fenti pontozas szerint jard 1 pontot megkaphatja.

2. Alteret alkot-e R?-ben azon (x,y) vektorok halmaza, melyekre teljesiil, hogy z? = ¢*?



A kérdéses vektorok halmaza pontosan akkor alkot alteret, ha zart az Osszeadasra és a skalarral

szorzasra, (0 pont)
vagyis barmely két, a feltételt kielégité vektor Osszege is kielégiti a feltételt és barmely, a feltételt
kielégité vektor minden szamszorosa is kielégiti a feltételt. (2 pont)
Legyen u = (1,1), v = (—1,1). Ekkor nyilvan u és v is kielégiti a feltételt, (2 pont)
az u+ v = (0,2) vektor azonban nem, (5 pont)
igy a kérdéses vektorok nem alkotnak alteret. (1 pont)

Ha valaki nem talal ellenpéldat, de a skalarszorosra vald zartsagot (helyesen) megallapitja, az (az
esetlegesen jaro elsé 2 ponton feliil) kaphat 1 pontot.

1 10 2
3. Dontsiik el, hogy a jobbra lathatoé harom vektor a p valés paramé- 3 9 -1
ter mely értékeire lesz linearisan fiiggetlen. 4 10 —2

2 P —1
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Els6 megoldés. Az els6 és a harmadik vektor fiiggetlen halmazt alkot, hiszen egyik sem szdmszorosa a
masiknak. Az djonnan érkezé vektor lemmaéja miatt a masodik vektorral egyiitt tehat pontosan akkor
alkotnak fiiggetlen halmazt, ha az nem all el§ az elsG és a harmadik linearis kombinaciojaként.

(3 pont)
Az els6 két koordinatat vizsgalva az deriil ki, hogy ha a masodik vektor az els§ és a harmadik lineéris
kombinécidja, akkor az elsGt 4-szer, a masodikat 3-szor kell venniink. (3 pont)
Ez a harmadik koordinatakhoz is megfelel, (1 pont)
a negyedikekhez pedig pontosan akkor, ha 4 -2+ 3 - (—1) = p, vagyis p = 5 esetén. (2 pont)
Ez lesz tehat az egyetlen olyan p, amire a harom vektor nem fiiggetlen, a feladat kérdésére tehat a
valasz: minden p # 5 esetén. (1 pont)

Masodik megoldas. Legyenek a vektorok sorban u, v, w és vizsgaljuk meg az au + bv + cw = 0 egyen-

16séget. (1 pont)
A hérom vektor pontosan akkor lesz fliggetlen, ha ez csak a = b = ¢ = 0 esetén teljesiil. (1 pont)
A fenti vektoregyenlet ekvivalens az
110 210
39 —1/0
4 10 =210
2 p —1|0
kibgvitett egylitthatoméatrixa egyenletrendszerrel. (2 pont)
Ezt Gauss-eliminacioval az alabbi alakra hozzuk:
1 10 2 0
0 1 % 0
0 0 —5-—2210
(2 pont)
Ennek pontosan akkor lesz az egyetlen megoldasa a = b = ¢ = 0, ha létre tudjuk hozni a harmadik
vezéregyest is, (1 pont)
vagyis ha —5 — I%m # 0, tehat p # 5 esetén. (3 pont)
20031
18029
4. Adjuk meg a jobbra lathaté determinans definicié szerinti kiszamitasakor ke- 00050
letkez6 Gsszes nemnulla szorzatot és ezek elGjelét. 69336
70040




Ha nemnulla szorzatot szeretnénk kivalasztani, akkor a harmadik sorbol csak az 5-0t valaszthatjuk,

(1 pont)
igy az 6t6dik sorbol a 4-et mar nem, csak a 7-et valaszthatjuk (mert a negyedik oszlopbol mar vettiink
elemet). (1 pont)
Hasonlb6an folytatva, az els§ sorbol csak az 1-et, (1 pont)
ezért a masodikbol csak a 8-at, (1 pont)
végiil a negyedikbdl csak a 3-at valaszthatjuk. (1 pont)

Igy egyetlen nemnulla szorzat keletkezik: 5-7-1-8-3. Ehhez az egyetlen nemnulla szorzathoz tartozo
permutacié az 5,2,4,3,1 (hiszen az elsg sorbdl az 6todik elemet vettiik, a méasodikbol a masodikat,
stb). (2 pont)

Ennek a permutacionak az inverzioszama 8 (hiszen 8 inverzioban all6 par van: (5,2), (5,4), (5,3),
(57 1)7 (27 1)7 (47 3)7 (47 1)7 (37 1)) (2 pOIlt)
Mivel az inverzidszam paros, ezért a szorzathoz tartozo elGjel: +. (1 pont)

5. Legyenek A és B olyan n x n-es matrixok, melyekre A- A= B-B és A-B = B - A. Mutassuk meg,
hogy ha A + B oszlopai linearisan fiiggetlen halmazt alkotnak, akkor A = B.

b S R S

Figyeljiik meg, hogy (A+ B) - (A — B) = 0, ahol 0 az n X n-es csupa 0 matrixot jeloli. (2 pont)
Valoban, (A+B)-(A-B)=A-A—A-B+B-A—B-B=A-A—B-B =0, ahol az els6 egyenl6ség
a matrixszorzas disztributivitasa miatt teljesiil, a méasodik egyenl6ség A - B = B - A miatt, végiil a

harmadik A - A = B - B miatt. (4 pont)
Az (A+ B) - (A — B) matrix oszlopai az A + B matrix oszlopainak linearis kombinécioi. (1 pont)
Ha A = B nem teljesiil, akkor A — B nem a nullméatrix, (1 pont)
ezért A+ B oszlopainak lesz olyan nem trivialis linearis kombinacioja, mely a nullvektort adja (hiszen
(A+ B) - (A — B) minden oszlopa nullvektor), amivel a feladat allitasat belattuk. (2 pont)

6*. Egy négy egyenletbdl allo egyenletrendszernek nincs olyan megoldasa, melyben valamelyik is-
meretlen értéke 0 lenne. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik olyan a € {1,2,3,4,5} szam, hogy az
egyenletrendszernek nincs olyan megoldasa sem, melyben valamelyik ismeretlen értéke a lenne.

S SR S S

Ha egy egyenletrendszernek nincs olyan megoldasa, melyben valamelyik ismeretlen értéke O lenne,

akkor vagy egyaltalan nincs megoldas, (1 pont)
vagy a kibévitett egyiitthatomatrixot Gauss-eliminacioval 1épesés alakra hozva nem kapunk szabad
paramétert (hiszen a szabad paraméter barmilyen értéket, igy 0-t is felvehet). (2 pont)
Szabad paraméter azokhoz az oszlopokhoz tartozik, melyekben nincs vezéregyes. (1 pont)
A Gauss-eliminacio6 utan a matrixnak legfeljebb négy sora van, igy legfeljebb négy vezéregyes
szerepelhet benne, (1 pont)

vagyis ha nincs szabad paraméter, akkor legfeljebb négy oszlopa lehet. ( )
Ez azt jelenti, hogy az ismeretlenek szdma az egyenletrendszerben legfeljebb négy. ( )
Mivel nincs szabad paraméter, ha van megoldas, akkor az egyértelmdi, (1 pont)
igy csak négy olyan szam létezhet, amelyet a megoldasban valamelyik ismeretlen felvesz, ( )
amibdl a feladat allitasa kovetkezik (hiszen a értékét 6t szam koziil valaszthatjuk). ( )



