Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi Gtmutato
2016. november 24.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. a) Legyen A tetsz6leges 6 x 6-os matrix. Mutassuk meg, hogy A mindig eléallithat6 6 darab 1 ranga
méatrix Osszegeként.

b) Legyen B 5 rangi 6 x 6-os matrix. Mutassuk meg, hogy B mindig el6allithat6 5 darab 1 rangu
méatrix 6sszegeként.

* ok ok ok Xk

a) Legyenek C4, Cy, C3, Cy, Cs, Cs az A oszlopai és tegyiik fel elszor, hogy egyik oszlop sem a

nullvektor. (0 pont)
Legyen ekkor A; az a 6 x 6-os matrix, melynek 7. oszlopa C;, a tobbi oszlopa pedig 0 (i = 1,2,...,6).

(1 pont)
Ekkor A = A; + Ay + A + Ay + As + Ag (1 pont)
és minden A; rangja 1. (1 pont)

Ha a C;-k kozott nullvektor is van, de nem mind nullvektor (mondjuk Ci,...,Cy = 0, k < 5),
akkor Ay, ..., Ay els6 oszlopa legyen Cg, a tobbi oszlopa 0, Ag elsé oszlopa pedig legyen —kCy,
hatodik oszlopa Cg, a tobbi oszlopa 0. A tobbi A;-t a korabbi médon definiadljuk. Nyilvan ekkor is

A=A+ Ay + Az + Ay + As + Ag és minden A; rangja 1. (1 pont)
Végiil, ha A minden oszlopa a nullvektor, azaz A nullméatrix, akkor legyen F' tetszGleges 1 rangu
matrix, ekkor persze —F is 1 rangti és A=F + F + F+ (—F)+ (—F) + (—F). (1 pont)
b) B rangja 5, igy B-nek létezik 5 fiiggetlen oszlopa (legyenek ezek — az altalanossag korlatozasa
nélkiil — az els6 6t oszlop: Dy, Dy, D3, Dy, Ds), (1 pont)
a hatodik oszlop (legyen ez Dg) pedig el6all a tobbi oszlop linearis kombinaciojaként, (1 pont)
ellenkezd esetben — az tjonnan érkezd vektor lemmaja miatt — a hat oszlop fiiggetlen lenne, ami
lehetetlen. (1 pont)
Legyen tehat Dg = A\ D1 + AoDg 4+ A3D3 + M\yDy + A5D5. Legyen most ¢ = 1,2,3,4,5 esetén B; az a
6 x 6-os méatrix, melynek 7. oszlopa D;, hatodik oszlopa \;D;, a tobbi oszlopa pedig 0. (1 pont)
Ekkor B = By + By + B3 + By + Bs és minden B; rangja 1. (1 pont)

Ha valaki az a) feladatban nem foglalkozik azzal, hogy az oszlopok nullvektorok is lehetnek, akkor
(ha egyébként jo a megoldésa, vagyis tulajdonképpen azt latja be, hogy A elgall 6 legfeljebb 1 rangu
matrix Osszegeként) 3 pontot kapjon.



2. Létezik-e olyan f : R? — R? linearis transzformacio, mely az (1,0) vektorhoz, az (1,1) vektorhoz és
az (1,2) vektorhoz is az (1,2) vektort rendeli? Ha igen, adjuk meg a matrixat.

* ok ok ok Xk

Ha alkalmas f linearis transzformaciot keresiink, akkor a linearis leképezések tanult tulajdonsagai

miatt £(0,1) = £((1,1) — (1,0)) = £(1,1) — £(1,0) = (0,0). (2 pont)
Igy a tanultak szerint f matrixa csak A = ; 8 lehet (de ezen a ponton még nem tudjuk, hogy
van-e ilyen f). (3 pont)
Kénnyen ellenérizhets, hogy A - (1,0)7 = (1,2)7, (1 pont)
A-(L1)T = (1,2)7 (1 pont)
és A-(1,2)T = (1,2)7T is teljesiil, (1 pont)
igy az az f lineéris transzformacié, melynek matrixa A, alkalmas lesz; és ezzel persze f matrixat is
megadtuk. (2 pont)

A j6 méatrixot természetesen méashogy is meg lehet talalni, akir még hasraiitéses alapon is, de az elsd
5 pont akkor jar, ha valami kideriil arrdl, hogy miért épp ez a méatrix érdekes (pl. mert vele balrél szo-
rozva a megadott vektorokat épp a jo eredmények jonnek ki vagy mert felirtunk egy egyenletrendszert
és annak lett ez a megoldasa sth.) Ha valaki csak azt mutatja meg, hogy egy f linearis transzformécio
esetén az f(1,0) = f(1,1) = (1, 2) allitasbol kévetkezik f(1,2) = (1,2), az 3 pontot kapjon. Akiben fel-
meriil az igény arra, hogy ezen tilmenden ilyen linearis transzformacio létezését valahogy megmutassa,
az tovabbi 1 pontot kaphat.

3. Legyen b, = (2,1), b, = (3,1), ¢ = (1,1), ¢ = (1,0) és legyen f : R* — R? az a linedris
transzforméacio, melynek a {b,,b,} bazis szerinti méatrixa ( ? g ) Hatérozzuk meg f-nek a {c;,c,}
bazis szerinti matrixat.

¥k ok k%

Els6 megoldas. Jeloljik a {b,,b,} bazist B-vel, a {¢;,c,} bazist C-vel. [f]¢ elsé oszlopa a tanultak

szerint [f(¢;)]c, masodik oszlopa [f(c,y)]c- (1 pont)
A linearis leképezések ismert tulajdonsaga szerint f(c,) = f(1,0) = f((3,1)—(2,1)) = f(3,1)— f(2,1).

(1 pont)
f(3,1) = f(by)-tés f(2,1) = f(by)-et az [ f]p matrixbol hatarozhatjuk meg: annak elss oszlopa ugyanis
[f(b,)] B, masodik oszlopa [f(by)]s- (1 pont)
Ezek alapjan f(b,) = 5b; + 7by, f(by) = 6b; + 8bs, (2 pont)

tehat f(QQ):f(QQ)_f@)—b + by = (5, (1 pont)
Hasonloan szamithatjuk ki f(c,)-et: f(c;) = ( 1) = f((2,1) — (1,0)) = f(2,1) — f(1,0) = (5b, +
Tby) — (by + by) = 4b, + 6b, = (26, 10). (2 pont)
A (26,10) vektor C' szerinti koordinatavektora (10, 16), az (5,2) vektor C' szerinti koordinatavektora
(2,3) (mivel ¢, masodik koordinatéja 0, a koordinatavektorok szamitdsa nem okoz problémat),

(1 pont)

\/

a keresett méatrix igy ( ig :23 ) (1 pont)

Masodik megoldés. B-vel (illetve C-vel) jelolve a B (illetve C') bazisok (oszlop)vektorainak egyesité-
sével keletkezd maéatrixot, a kovetkezs Osszefiiggéseket irhatjuk fel a béazistranszforméciorol tanultak

alapjén: [f]c = C~[f]C és [f]p = B~'[f]B. (2 pont)

A masodik egyenlGségbdl konnyen meghatarozhatjuk [f]-et: [f] = B[f]gB~' (ahol [f]p-t és B-t

ismerjiik, B~!-et pedig B-b6l Gauss-eliminacio segitségével ki tudjuk szamitani). (2 pont)
(23 4 (-1 3

B_<11)’B —(1 _2), (2 pont)

ahonnan [f] = ( g 281 ) (1 pont)



Most mér nem nehéz [f]o-t sem meghatarozni, ehhez még a C' ! matrixra lesz sziikség, amit B~'-hez

hasonléan Gauss-eliminacioval szamithatunk ki: C~1 = ( (1) _11 ) (2 pont)

[fle=C[f1C = ( o ) (1 pont)

4. Legyen A a jobbra lathato métrix.
a) Dontsiik el, hogy A-nak sajatértéke-e a 2.
b) Déntsiik el, hogy A-nak sajatvektora-e a (2,1, —1) vektor.

¢) Adjuk meg A-nak egy olyan sajatvektorat, melynek els§ koordinataja 1 és
adjuk meg a hozza tartozo sajatértéket is.

w N O
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a) Azt kell eldonteniink, hogy létezik-e olyan v = (z,y, 2)T # (0,0,0)T vektor, melyre Av = 2v. (A

tovabbiakban a transzponéalt jelolését mellzziik.) (1 pont)
-2 2 8|0

Ilyen vektor pontosan akkor létezik, ha a 2 —1 8|0 | egyenletrendszernek van a csupa 0-t6l
3 4 50

kiilénb6z6 megoldasa. (2 pont)

A Gauss-eliminécio soran 3 vezéregyest kapunk, igy csak egy megoldas lesz (r =y = z = 0), a 2 tehat

nem sajatérték. (2 pont)

b) Azt kell eldonteniink, hogy A - (2,1, —1) a (2,1, —1) vektornak szamszorosa-e. (1 pont)

A-(2,1,—-1) = (—6,-3,3), igy a (2,1, —1) vektor sajatvektor. (1 pont)

¢) Mivel A:(2,1,—1) = (=6, —3, 3), a matrixszorzasrol tanultak szerint A-(1, 3, —1) = A-(5(2,1,-1)) =

TA-(2,1,-1) = 5(—6,-3,3) = (3,3, 2), (2 pont)
az (1, %, —%) vektor olyan sajatvektor lesz, melynek els§ koordinataja 1, a hozzé tartozo sajatérték —3.
(1 pont)

5. Hatarozzuk meg a 17x 4+ 23y = 601 egyenlet 0sszes olyan megoldasat, melyre x és y is pozitiv egész.

* ok ok ok Xk

A feladat szovege szerint az x egészre teljesiil, hogy 172 = 601 (mod 23). (1 pont)
A bal oldalon 23x-et, a jobb oldalon 23 - 26-ot kivonva a —6z =3 (mod 23) kongruenciat kapjuk.

(2 pont)
—3-mal osztva 2z = —1 (mod23) adodik (mivel —3 és 23 relativ primek, a modulust nem kellett
megvaltoztatni). (1 pont)
A jobb oldalhoz 23-at adva 2x = 22 (mod 23), ahonnan 2-vel osztva x = 11 (mod 23) (mivel 2 és
23 relativ primek, a modulust nem kellett megvaltoztatni). (1 pont)
Az x szam tehat 23k + 11 alakba irhato (ahol k egész). (1 pont)
Innen y = %@3“11), (1 pont)
vagyis y = 18 — 17k. (1 pont)
Az x,y megoldaspéarok koziil azokat kell megadnunk, melyekre x és y is pozitiv. x pozitivitasa azzal
ekvivalens, hogy k > 0, mig y pozitivitasa azzal, hogy k < 1. (1 pont)
Az alkalmas parokat tehat a k =0 és a k = 1 esetben kapjuk: x = 11,y = 18, illetve v = 34,y = 1.

(1 pont)

Ha valaki a kongruenciat nem tudja megoldani, de megéllapitja, hogy annak van megoldasa, az ezért
kaphat 1 pontot. Aki nem részletezi, hogy az osztasok soran nem valtozik a modulus, attél nem kell
pontot levonni (mivel ez tébbé-kevésbé magatol értet5ds), ha azonban valaki mas modon oldja meg a
kongruenciat és ennek sordn nem ennyire egyértelmi szituaciokban mulasztja el a modulus vizsgélatat,
attol minden ilyen hidnyossagért vonjunk le 1 pontot. Ha valaki esetleg szorozza a kongruenciat és

3



nem foglalkozik az esetleges hamis gyokokkel, attol ilyen hidnyossagokért 2 pontot vonjunk le. Aki a
kongruencia megoldasa érdekében céltalan, nem eléremutato lépéseket végez (és a megoldast persze
nem kapja meg), az erre a részre ne kapjon pontot.

6*. Legyen A olyan négyzetes matrix, melyre kizarolag = 0 esetén teljesiil, hogy A%z = z. Igaz-e,
hogy ekkor az A + E maétrixnak biztosan létezik inverze? (E az A-val azonos méretd egységmétrixot
jeloli.)

X ok % % %

A feladatbeli feltétel ekvivalens azzal, hogy A%x — Ex = 0 csak x = 0 esetén teljesiil, ( )
ez pedig azzal, hogy (A? — E)z = 0 csak x = 0 esetén teljesiil. ( )
Ez azt jelenti, hogy az (A? — F|0) egyenletrendszernek egyértelmii a megoldasa, ( )
vagyis a tanultak szerint (mivel A? — E négyzetes matrix) det(A? — E) # 0. (1 pont)
(A+ E)Y(A—E)= A+ EA— AE — E? = A% — E? = A% — E miatt, ( )
a determinansok szorzastételét hasznalva det(A? — E) = det(A + F) - det(A — E), ( )
vagyis det(A + E) sem 0, ahonnan A + E invertalhatosaga azonnal kovetkezik. ( )



