Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2016. oktober 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatoénak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatdnak tekintheték.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
gy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs jo6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Az e egyenesrdl tudjuk, hogy merdlegesen dofi az x+2y+3z = 6 egyenletii sikot az (1,1, 1) pontban,
az [ egyenesrdl pedig hogy atmegy az (5,2, —1) ponton és a (13,4, —5) ponton. Déntsiik el, hogy e-nek
és f-nek van-e kozos pontja.
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Els6 megoldés. Az e egyenes meréleges a megadott sikra, a sik norméalvektora tehit az egyenes irany-

vektora lesz. (1 pont)
A sik egyenlete alapjan a kérdéses iranyvektor i; = (1,2,3). (1 pont)
Ismerjiik e egy pontjat is: (1,1,1), igy a paraméteres egyenletrendszerét konnyt felirni: x = ¢t + 1,
y=2t+1,2=3t+1. (1 pont)
Az f egyenes egy irdnyvektorat megkapjuk a két megadott pont (mint helyvektor) kiilonbségeként:
ip = (8,2, —4). (1 pont)
Innen f paraméteres egyenletrendszere: x = 8t + 5,y = 2t' + 2,z = —4t’ — 1. (1 pont)

A két paraméteres egyenletrendszerben szerepld t, illetve ¢’ paraméterek nem feltétlentil egyenlsk, igy
érdemes mar itt kiilonbozoképp jelolni Gket. Ha valaki ezt elmulasztja és a késGbbiekben is azonosnak
feltételezi t-t és t'-t, az eddigi pontokat (ha egyébként mindent helyesen csinalt) persze kapja meg.

A két egyenes esetleges kozos pontjanak meghatarozasdhoz meg kell oldanunk a két paraméteres

egyenletrendszer egyesitéseként kapott egyenletrendszert. (1 pont)
r=t+1=8t'+5,innen t = 8’ + 4. Ezt az y = 2t + 1 = 2t + 2 egyenletbe helyettesitve ¢’ = —% és
igy t = 0 adodik, mely értékekre teljesiil a 3t + 1 = —4t' — 1 egyenl@ség is. (3 pont)
Az egyenletrendszernek tehat ¢ = —%,t =0,r =1,y = 1,z = 1 a megoldasa, a két egyenesnek igy
van kozos pontja (éspedig az (1,1,1)). (1 pont)

A két paraméteres egyenletrendszer helyett dolgozhatunk a bel6liik kapott ,sima” egyenletrendszerekkel
is, ez esetben egy négy egyenletbdl all6 harom ismeretlenes rendszert kell megoldanunk. A két ,sima”
egyenletrendszer felirasaért Gsszesen 1 pontot, a kdzos megoldasukért 3 pontot, a végkovetkeztetésért
1 pontot adjunk.

Masodik megoldas. Az f egyenes két megadott pontja rajta van a megadott sikon, (1 pont)
ezért f teljes egészében a sikban fekszik. (2 pont)
Mivel e-nek egyetlen kozos pontja van a sikkal (az (1,1,1) pont), (1 pont)
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elég azt ellendrizni, hogy f atmegy-e az (1,1,1) ponton. (2 pont)
Ehhez még [ egyenletrendszerét sem kell felirni, elég megnézni, hogy a (13,4, —5) — (5,2, —1) és a

(13,4,—5) — (1,1,1) vektorok parhuzamosak-e. (3 pont)
Mivel a kérdéses vektorok ((8,2,—4) és (12,3, —6)) parhuzamosak, az (1,1,1) pont rajta van f-en,
igy kozos pontja e-nek és f-nek. (1 pont)

Természetesen ha valaki megmutatja, hogy az (1,1,1) pont rajta van e-n és f-en is, az 10 pontot
kapjon, akkor is, ha nem vizsgalja f és a sik viszonyat, a fenti pontok elsésorban akkor alkalmazandok,
ha valaki elindul ebbe az iranyba, de nem fejezi be a megoldasat.

2. Alljon az R* V altere azon z vektorokbol, melyekre z; = 5 és x5 = 314 teljesiil (ahol z; az z vektor
i. koordinatajat jeloli). Adjunk meg egy bazist V-ben és mutassuk is meg rola, hogy béazis. (Azt, hogy
V' altér, nem kell igazolnunk.)
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Az eladason tanult modszerrel, egyenként valasztjuk ki a bazis elemeit V' elemei koziil. Az els§ vektor

legyen példaul (0,0, 3, 1). (2 pont)
A maésodik vektort tgy kell vilasztanunk, hogy ne legyen az elsének szamszorosa, ekkor a két vektor
fiiggetlen lesz (hiszen az els§ vektor nem a nullvektor volt). (1 pont)
E célra nyilvan megfelel példaul az (1,1,0,0) vektor. (1 pont)
Most belatjuk, hogy az (1,1,0,0),(0,0,3,1) rendszer bazisa V-nek. Ehhez azt kell megmutatni, hogy
generatorrendszere V-nek, hiszen a fliggetlenségérsl mar meggyGzdtiink. (2 pont)
Legyen © = (x1, 29, x3,24) a V tetszlleges eleme, azt kell igazolnunk, hogy ez eléall az (1,1,0,0) és
(0,0,3,1) vektorok linearis kombinaciojaként. (1 pont)
x=1x1(1,1,0,0) + 24(0,0,3,1), (2 pont)
hiszen x, = x5 és 13 = 324. (1 pont)

3. Az R"-beli a, b, ¢ vektorok linearisan fiiggetlenek. Igaz-e, hogy ekkor az a+b+c¢, a+b+3c, 3a+b+c
vektorok is biztosan linearisan fiiggetlenek?
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Irjuk fel az a+b+c, a+b+3c, 3a+b+c vektorok egy linearis kombinéciéjat az a, 3, v egyiitthatokkal
és vizsgaljuk meg, hogy ez mikor lehet 0. (1 pont)
Az

ala+b+c)+Ba+b+3c)+7vBa+b+c)=0

egyenlGségben a zardjeleket felbontva, majd atrendezve

(a+B+37)a+ (a+B+7)b+ (a+38+7)c=0

adodik. (3 pont)
Mivel az a,b,c vektorok linearisan fiiggetlenek, ez csak akkor lehetséges, ha o + 8 + 3v = 0,
a+p+v=0,a+38+~v=0. (3 pont)
Ebbél minimalis szamolassal o = 0, 5 = 0, v = 0 adodik. (1 pont)
Az a+b+c¢, a+ b+ 3c, 3a+ b+ c vektorok egy linearis kombinacioja tehat csak lehet a nullvektor,
ha mindharom egyiitthato 0, igy az elGadason tanult tétel szerint a vektorok fiiggetlenek. (2 pont)

4. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.

T+ 20+ 23 +304 = 2
—X1 — 209 —T3+xT4 = —2
201 + 39 + 43+ 624 = 3

3r1+6xy+p-23+94 = p
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Gauss-eliminacioval az egyenletrendszert az

1 2 1 312

0o 1 -2 0]1

0 0 0 410

0O 0 p—3 0|p—6
alakra hozzuk. (2 pont)
Ha p # 3, akkor a harmadik és a negyedik sort kicserélve, majd az @j harmadik sort (p — 3)-mal osztva
folytatjuk az eliminéciot, (2 pont)
melynek végén az

1 0 0 0]-52

0 1 0 0|1+ 21”—3

0 0 1 05

0 0 0 10
redukalt 1épcsds alakhoz jutunk (2 pont)
Innen a megoldas x; = 5p 5, Ty =1+ 2p 5, T3 = ;’%g, x4 = 0. (1 pont
Ha ezzel szemben p = 3, akkor a negyedik sor tllos sor, hiszen a bal oldalon csak 0-k szerepelnek, a
jobb oldalon viszont 3, (2 pont)
igy ekkor az egyenletrendszernek nincs megoldésa. (1 pont)

Akik a Gauss-eliminéciot kovetik, azoknak a nyilvanvalo (itt nem részletezett) lépésekhez nem muszaj
magyarazatot fiizniiik, a Gauss-eliminaciotol eltéré megoldasokban azonban minden esetben indokolni
kell, hogy a megoldashalmaz miért nem valtozik, ennek hianyaért 1épésenként legaldbb 1 pont levonasa
indokolt. Kivétel ez alol az, ha valaki a lépcsés alak eléréséhez a harmadik és a negyedik sort agy cseréli
ki, hogy nem ellenérzi, hogy p — 3 # 0 teljesiil-e, hanem ezt csak a csere utan vizsgélja.

5. Léteznek-e olyan 2 x 2-es A és B matrixok, melyekre A- A= DB-B,de A# Bés A+ (—1)-B?

* * % * %
, . L o 1as 00 01 ) ) 10
Léteznek ilyen matrixok, j6 példaul az A = , B = valasztas, de az A = ,
00 00 01
B = é _(1) ) valasztas is (meg még sok méasik). Jo példa indoklassal 10 pont, hidnyos indoklas esetén
adhatunk részpontszamot. Aki viszont csak két matrixot ad meg mindennemtd bizonyitas nélkiil, az
akkor is 0 pontot kapjon, ha egyébként a példa jo.

6. Létezik-e olyan n egész szam, melyre az alabbi determinans értéke 07

1241 1526 1566 n

1914 1711 896 1944

1552 1848 1867 2004
n+955 1896 1990 1849
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Megmutatjuk, hogy semmilyen egész n-re sem lesz a determindns 0, mégpedig tugy, hogy belatjuk,
hogy a determinéns paratlan egész szam. (1 pont)
A bizonyitast a definiciét hasznalva végezziik. Ahhoz, hogy egy, a definicibban szereplé szorzat
paratlan legyen, sziikséges hogy a masodik sorb6l a masodik, a harmadik sorb6l a harmadik elemet
valasszuk ki, hiszen minden més esetben lenne paros szdm a szorzatban, igy az maga is paros
lenne. (2 pont)
Ha n péaros, akkor ugyanilyen okbol az els6 sorbol az elsé elemet kell valasztanunk, (2 pont)
ahonnan mar adddik, hogy a negyedik sorbol a negyedik elemet valasztjuk. Ez a szorzat valoban
paratlan lesz és ebben az esetben az egyetlen paratlan a definiciéban szerepls szorzatok koziil, igy
ekkor a determinans csakugyan paratlan. (2 pont)



Ha n pératlan, akkor a mésodik és a harmadik sor vizsgalata utan a negyediket érdemes megnézni,
ebben ugyanis az elsé elem paros lesz, igy innen a negyediket kell valasztanunk pératlan szorzathoz,
(2 pont)
ahonnan adédik, hogy az elsG sorbdl ismét az els§ elemet kell valasztanunk. Ugyanigy mint az el6z6
esetben, a determinins most is paratlan. (1 pont)

Azok a hallgatok, akik a paritast nem vizsgalva csak a determinans tulajdonsigait vagy a kifejtési
tételt probaljak hasznélni (kevés sikerrel) 0-1 pontot kapjanak.



