Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2014. oktober 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldéas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A p paraméter milyen értékére esnek egy sikba az A(2; 3;3), B(3;4; 1), C(4;6;2) és D(p; 2; 5) pontok?
X ok % ok %

A kérdés megvélaszolasdhoz felirjuk az A, B és C' altal meghatéarozott S sik egyenletét, majd ebbe D

koordinatait behelyettesitve eldontjiik, hogy D € S p milyen értékére teljestil. (1 pont)
zﬁ =b—a=(1;1;-2) és AC = c—a = (2;3;—1) (ahol a, b és ¢ a megfelel6 pontokba mutato
helyvektorokat jelolik). (2 pont)

Mivel AB és AC parhuzamosak S-sel (de egyméssal nem), ezért S-nek normélvektora lesz az

n= AB x AC vektor. (1 pont)

Ezt a tanult képlettel meghatarozva:

Ly k
ABXAC =111 —2 | =(1-(=1)=3-(=2))i— (1-(=1) = 2-(=2))j+ (1-3—1-2)k = (5; —3; 1).(2 pont)
2 3 -1 -
A kapott normalvektor és A, B vagy C' barmelyikének segitségével S egyenlete mar a tanult képlettel
felirhat6: bz — 3y + 2z = 4. (2 pont)
Ebbe D koordinatait behelyettesitve: 5p — 3 -2 + 5 = 4. Igy a négy pont akkor és csak akkor egysiki,
hap=1. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a normalvektor meghatarozasahoz nem sziikséges a vektorialis szorzat fogalma:
kicsit tobb szamolassal az AB -n =0, AC - n = 0 6sszefiiggésekbdl is megkaphaté egy alkalmas n.

2. Megadhato-e R*-ben négy darab vektor gy, hogy koziiliik barmely kettd linearisan fiiggetlen legyen,
de semelyik harom ne legyen linearisan fiiggetlen?

X % % % %
Igen, megadhatok ilyen vektorok.
1 1 1 1
Legyen példaul a = 8 b= (1) ,Cc= g ésd= g (2 pont)
0 0 0 0
Ekkor a négy felsorolt vektor koziil barmely kettd linearisan fiiggetlen, hiszen egyik sem skalérszorosa
egy méasiknak. (3 pont)



Tovabba semelyik harom nem lineérisan fiiggetlen. Valéban: valasszunk a felsorolt vektorok koziil har-
mat és toroljiik az utolso két koordinataikat. A kapott R2-beli vektorok linearisan sszefiiggdk, hiszen
R2-ben barmely harom vektor linedrisan 6sszefiiggd (mert két nem parhuzamos vektorbol méar a stk

barmely vektora kifejezhetd). (2 pont)
Igy a harom R2%-beli vektornak van 0-t adé nemtriviélis linearis kombinécidja, de ekkor az eredeti,
R*-beli vektorok azonos egyiitthatokkal képzett linearis kombinaciéja is nyilvan 0-t ad. (3 pont)

Az utols6 5 pont megszerzéséért érvelhetiink tigy is, hogy a megadott vektorok elemei annak a W < R*
altérnek, amely azokbol az R*-beli vektorokbol all, amelyeknek az utolsé két koordinataja 0. Mi-
vel W-ben generatorrendszert (s6t: bazist) alkot példaul a standard bazis els6 két vektora, ezért az
FG-egyenl6tlenség miatt W-ben semelyik harom vektor nem lehet linearisan fiiggetlen. (Természete-
sen a fent megadott példa csak egy a végtelen sok jo példa koziil: barmely négy olyan R*-beli vektor
megfelel, amelyek benne vannak R*-nek egy 2 dimenziés alterében, de egyikiik sem skaldrszorosa egy
mésiknak.)

3. Az R>-beli W altér alljon azokbol a vektorokbol, amelyekben a paros sor- 1 2
szamu és a paratlan sorszamu koordinatak dsszege is 0. Hatarozzuk meg dim W 1 2
értékét és adjunk meg W-ben egy olyan bazist, ami tartalmazza a jobbra lat- -2, 7
hato két vektort. (A feladat megoldasdhoz nem sziikséges megindokolni, hogy _i :S

W valoban altér.)
ok x ok ok

1 0 0
0 1 0
Els6 megoldas. Legyen (példaul) b, = 0 eW, b= 0| e Weésby, = 1| ew
0 —1 0
-1 0 -1
a
p
Vegyiik ezeknek egy tetsz6leges linearis kombinéciojat: ab, + Bby + by = v (1 pont)
—0
—a—n

Ha ab, + pby + vby = 0, akkor ebbdl a = f = v = 0 rogton kovetkezik (mert a linearis kombinécio
eredményeként kapott vektor elsé harom koordinatéja is 0). Igy b;, by, by linedrisan fiiggetlen.(2 pont)

L1

T2
Egy tetsz6leges w = | w3 | € W vektorra W definicidja miatt z4, = —xy és x5 = —x1 — x3 kell

x

v
teljesiiljon, igy o = x1, B = x5 és ¥ = x5 valasztéssal a fenti linearis kombinécié épp w-t adja. Igy b,
by, by generatorrendszer is W-ben. (2 pont)
Megmutattuk, hogy a b, by, by rendszer linearisan fiiggetlen és generatorrendszer, igy bazis W-ben.
Ezért dim W = 3. (1 pont)

A megadott két vektort (jelolje ezeket u és v) tartalmazo W-beli bazis készitéséhez egy w ¢ (u,v)
vektort keresiink. Lathato, hogy u és v egy tetszéleges A\u + pv linearis kombinaciojaként elGallo
vektor elsé két koordinataja A 4 2u, ezért biztosan nem tartozik az (u,v) generalt altérhez példaul a
fenti b, € W vektor (mert az els6 két koordinataja nem egyenls). (1 pont)
Ekkor az u,v,b; rendszer linearisan fiiggetlen (ez kovetkezik az tjonnan érkezs vektor lemmajabol,
vagy a tetszbleges linearisan fiiggetlen rendszer bazissa kiegészitésére tanult eljarasbol). (1 pont)
Mivel u,v,b, a W dimenzidjaval megegyezd méreti linearisan fliggetlen rendszer, ezért a tanult tétel
értelmében bézis is W-ben. (2 pont)

Masodik megoldas. Jeldlje a két megadott vektort u és v. A tanult eljarast kovetve egy w ¢ (u,v)
vektort keresiink. Lathatd, hogy uw és v egy tetszbleges Au + pv linearis kombinéciojaként elGallo
vektor elss két koordinataja A + 2u, ezért biztosan nem tartozik az (u,v) generalt altérhez példaul az
elsé megoldasban megadott b, € W vektor (mert az els§ két koordinatéja nem egyenls). Igy az u, v, b,
rendszer linearisan fiiggetlen (a tanult eljaras miikodésébdl kovetkezden). (2 pont)



Folytatva az eljarast, most az (u,v,b,) generalt alteret kell meghataroznunk. Vegyiik ezeknek egy

a+28+7y
a+ 203
tetszoleges linearis kombinaciojat: au + fv +vb, = | —2« +2755 : (2 pont)
o —
a—96—~
T
T2
Legyen w = | 3 | € W tetszbleges. A w € (u,v,b;) allitas azt jelenti, hogy au+ fv+ b, = w vala-
x
v
milyen «, 3, v skalarokra; mas szoval, hogy megoldhat6 az a+28+~ = x1, a+28 = x5, —2a+75 = x3,
—a—20 = x4, a— 90 — = x5 linearis egyenletrendszer (ahol most x4, ..., x5 paraméterek, a valtozok
pedig a, [ és 7). (2 pont)
Az els6 két egyenlet kiilonbségébdl v = x7 — o, a mésodik és a harmadik egyenletekbdl a@ = %,
8= 2”1% adodik. (1 pont)
Ezeket az utolsd két egyenletbe helyettesitve az x4 = —xo, x5 = —x1 — x3 feltételeket kapjuk. Mivel
ezek W definicioja szerint minden w € W vektorra fennallnak, ezért (u,v,b,) = W. (2 pont)

Tehét u, v, b, generatorrendszer W-ben és linearisan fiiggetlen is, igy béazis. Ezért dim W = 3.(1 pont)
Megjegyezziik, hogy mindkét megoldas hallgatélagosan épitett arra a tényre, hogy a feladatban meg-
adott két vektor linearisan fiiggetlen. Ez nyilvan igaz (hiszen nem skalarszorosai egymésnak), de mivel
a feladat szovegébdl implicite kovetkezik, hogy 1étezik ezt a két vektort tartalmazoé bézis, ezért ennek
a kiilon kimondaséara és megindoklasara nincs sziikség egy teljes értékd megoldashoz.

4. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldas, adjuk is meg az Gsszeset.

$1—$2+41’4 = =2

21‘1 —21’2+[L‘3+8l‘4 = =3
$1+ZE2+6ZL‘3+8{L‘4 = 2

3v1 —3xo+p-a3+ (PP +p+12)- 24 = —6

R SR SR S

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:

1 -1 0 4 -2 1 -1 0 4 -2
2 =2 1 8 -3 0 0 1 0 1
1 1 6 8 2 |7 o 2 6 4 4 |~

3 =3 p pP+p+12| -6 0 0 p p*+p| O

1 -1 0 4 —2 1 -1 0 4 —2

0 1 3 2 2 0 1 3 2 2

"o o 1 o0 1] 1o o1 0 1

0 0 p p*+p| O 0 0 0 p*+p| —p
(Az utolso lépésben a harmadik sor p-szeresét vontuk ki a negyedikbdl.) (2 pont)
Ha p = —1, akkor az utolsé sor ( 0 0 0 0 ‘ 1 ) Ez tilos sor”, igy ilyenkor az egyenletrendszernek
nincs megoldasa. (2 pont)

Ha p = 0, akkor az utolso sor csupa 0, igy elhagyhat6. Ekkor a Gauss-eliminacio6 folytatasaval az alabbi
redukalt lépcsds alakot kapjuk (két tovabbi, vezéregyes f6l6tti elem ,kinullazasaval”):
1 0 0 6| -3
01 0 2] -1 (1 pont)
0 0 1 0 1

Ekkor tehat végtelen sok megoldas van: x4 = a € R ,szabad paraméter”, xr1 = —3 — 6, zo = —1 — 2a,
xg = 1. (2 pont)
Ha viszont p # —1 és p # 0, akkor az utols6 sort (p? + p)-vel osztva kapjuk a lépcsés alakot, majd
ebbdl (négy vezéregyes folotti elem , kinullazasaval”) a redukalt 1épesss alakot:

3



1 -1 0 4] —2 10 0 0] =3+
0 1 3 2| 2 01 0 0]-1+-%
0 0 1 0] 1 00 1 0 1 F (1 pont)
—1 _
0 0 0 1 ] 0O 0 0 1 1?11
Igy ap # —1,0 esetben a megoldas egyértelmt: z; = —3—1—%, Ty = —1+2%, x3 =114 = 1%.(2 pont)

A széamolasi hibak — egyébként elvileg j6 megoldéas esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas kénnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltethets
részekért adhatd pont. Ha egy megoldo (akar helyes) szamitéasokat végez (példaul egy ismeretlent
kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek nem célratéréek, nem mutatjak egy helyes megoldas iranyéat, azért
csak nagyon kevés pont (maximum 2-3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fiiggGen.

5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét.

1 -1 0 3 0
-1 1 3 6 )
-3 3 2 =3 2

3 -1 4 9 =8
—4 4 1 =8 3

x ok ok %k

1 -1 0 3 0 1 -1 03 0 1 -1 03 0
-1 1 3 6 5 0 0 39 5 0 1 20 —4
-3 3 2 -3 2|=|0 0 26 2|=(-1)-2-]0 0 26 2=
3 -1 4 9 -8 0 2 40 -8 0 0 39 5
4 4 1 -8 3 0 0 14 3 0 0 14 3
1 -1 03 0 1 -1 03 0 1 -1 03 0
0 1 20 —4 0 1 20 —4 0 1 20 —4
=(=4)-/0 0 13 1|=(-4)-{0 0 13 1|=4-{0 0 13 1|=4-2=38
0 0 39 5 0 0 00 2 0 0 01 2
0 0 14 3 0 0 01 2 0 0 00 2

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasold szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determinéansra
vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakado elvi hibak viszont darabonként 4
pont levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megoldd egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje
utan nem, vagy hibasan koveti a determinans megvaltozasat. Kétes esetekben elvi hibanak tekintenddé
minden olyan hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldé a széban forgd ismeretet helyesen pro-
balta alkalmazni. Arédnyos részpontszam jar minden, a determinans kiszamitasanak irdnyaba mutato,
hasznos lépésért. A kifejtési tétel puszta alkalmazéasa (egyéb atalakitasok nélkiil) legfoljebb 2 pontot
érhet, mert egyediil ezzel a determinans meghatéarozasa nem valik konnyebbé az eredeti feladatnal.

6. Az (n X n)-es A matrixra teljesiil, hogy ha az A maéatrix f6atlojaban all6 mindegyik elemhez 1-et
adunk (de a tobbi elemét nem valtoztatjuk), akkor nulla determininsi méatrixot kapunk. Mutassuk
meg, hogy ekkor az A3 f6atlojaban 4ll6 mindegyik elemhez 1-et adva is nulla determinanst méatrixot
kapunk. (A% azt a haromtényezds szorzatot jeloli, amelynek minden tényezdje A.)

* ok ok ok Xk

A feladatbeli feltétel azt mondja, hogy det(A + E) = 0 (ahol E az n X n-es egységmaétrixot jeloli).
Ebbél pedig azt kell megmutatni, hogy det(A% + E) = 0. (2 pont)
A szémokra vonatkoz6 z® +1 = (z +1)(2? — 2 + 1) azonossidg mintajara az n X n-es matrixokra is igaz
az A3+ F = (A+ E)(A? — A + E) azonossig. Ezt a szamokra vonatkozo6 véltozattal analég modon
lehet belatni, kihasznélva a matrixokra vonatkozo tanult mtiveleti tulajdonsagokat:

(A+E)(A2—A+E)=A- (A2~ A+E)+ E(A’—A+FE) = A*— A2+ A+ A’— A+F = A+ E (4 pont)

Alkalmazva erre a determinansok szorzéstételét: det(A® + F) = det(A + E) - det(A% — A+ F).(3 pont)
gy det(A + E) = 0-bol det(A3 + E) = 0 valoban kovetkezik. (1 pont)



