Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2023. november 3.

n—2
21

1. Adjuk meg az 6sszes olyan n egész szamot 1 és 2023 kozott, amire az

166

tort és az tort értéke is egész szam.

2. Mennyi maradékot ad 6 - 10** 9998-cal osztva?

3. Egy szabdlyos téglatest alaku lada sik feliileti, lejtos talajon all. A lada
A(1;4;2) cstcsa a talajon van, az ezzel szomszédos B(4;2;1) csicsa viszont
nincs a talajon. Metszi-e a talaj sikja a z-tengelyt? Ha igen, hol?

4. A p val6és paraméter milyen értékeire linearisan fiiggetlenek az aldbbi R*-beli
a, b, ¢, d vektorok?

1 4 0 0

1 5 0 0
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23 29 5 D
5. AV < R altér azokbdl az R>-beli vektorokbél 4ll, amiknek az 1
els6 harom koordinatéja (folilrél lefelé) szamtani sorozatot alkot, az 6
utolsé harom koordinataja pedig (szintén folilrdl lefelé) 2 kvocienst 11
mértani sorozatot alkot. (fgy példaul a jobbra lathaté vektor V-beli.) 22
Hatérozzuk meg dim V-t, a V altér dimenzi6jat. (Azt nem sziikséges 44

bebizonyitani egy teljes értékii megoldashoz, hogy V' valéban altér.)

6*. Adjuk meg 1024 6sszes cinkosat (vagyis az Osszes olyan 1024-nél kisebb, po-
zitiv egészt, amik a Fermat-teszt végrehajtasakor nem tanusitjak 1024 6sszetett
voltat).

A dolgozatra kérjik jol olvashatéan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-koéd, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. A 100%-o0s eredményhez elegendé 50 pontot
elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el. Az alairas
megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirdsa kozben szdmologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2023. december 1.

1. A p és q valés paraméterek minden értékére adjuk meg az alabbi egyenletrendszer
megoldasainak szamat.
—T1 — 41’2 + 3ZE3 + 51’4 =0
2x1 + bwg — 24x3+ (3p—1) x4 = 0
31 4+ 1729 + 22234+ (¢ — 5p) - x4 = 0

2. Legyen m = (5,2,6,1,4,3) (vagyis m az 1,2,...,6 szamoknak az a permutaciéja,
amire m = 5, m = 2, ..., Mg = 3). A 6 X 6-0s A métrix i-edik sordnak és j-edik
oszlopanak keresztezddésében allo elem
17 ha] > Ty

ai’j:{O, ha j <
minden 1 < 4,5 < 6 esetén (vagyis minden i-re az i-edik sorban a m;-edik helyen és attol
jobbra mindenhol 1-es all, a m;-edik helytél balra pedig 0). Szamitsuk ki det A értékét
a determindns definicidja szerint. (A megoldasban tehét ne hasznéaljunk semmilyen,
a determindnsra vonatkozo tételt vagy azonossigot, pusztan a definiciéra alapozva
hatarozzuk meg det A értékét.)

3. Hatarozzuk meg az alabbi deter- 4. a) A p valés paraméter minden értékére
minans értékét. dontsiik el, hogy létezik-e inverze az alabbi
A matrixnak, és p-nek azokra az értékeire,
4 -3 1 1 1 _ L o

3 6 17 19 923 amikre A7 létezik, adjuk is meg azt.
b) Azokra a p-kre, amikre A™! létezik, ha-
12 -9 1 1 1 ) . 5 )
5401 1 1 tarozzuk meg az (A~ —F)-(A*—A)+(A—F)

9 9 1 1 1 matrixot. 9 1
A=
2p p+1

5. Legfoljebb hanyat lehet kivalasztani az alabbi, R*-beli z, Y, z,u és v vektorok koziil
ugy, hogy a kivalasztott vektorok linearisan fiiggetlenek legyenek?

—2 —14 2 4 10
U I DR T O I DR I B
= 2 | G R I R I
-1 —2 6 17 -3

6*. Az n X n-es A matrixra A + A% + A3 = 0 teljesiil. Mutassuk meg, hogy ekkor
det A =0 vagy det A = 1.

A dolgozatra kérjik jol olvashatéan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A 100%-o0s eredményhez elegend6 50 pontot elérni a
60-bol, az osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el. Az alairds megszerzéséhez
mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamoldgép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Els6 potzh
2023. november 17.

1. A Nagy Piréz Rendszer harmadik bolygojan 6sidék 6ta minden ho-
nap 29 napos, az év végén visszamarado 22 napot pedig a messzefoldon
hires piréz kumisz mértéktelen fogyasztasaval toltik a lakosok. A Piréz
Nemvzeti Bank mélyrehato elemzése azonban nemrég kimutatta, hogy a
gazdasag teljesitményére az év végi 22 napos sziinet kedvezdtlen hatas-
sal van, ezért bevezetik a 32 napos hénapot, igy a hénapokbol kimarado
napok széma 5-re csokken. Hany napbol all az év a harmadik bolygon,
ha tudjuk, hogy a negyedik bolygo éve (ami persze hosszabb a harma-
dikénal) 1000 napos?

2. Mennyi maradékot ad 4994201 539-cel osztva?

3. Legyen i = (3;0; —1) iranyvektora az e és az f egyenesnek is. Az
e egyenes tartalmazza a (3;1;2) pontot, f pedig az (5; —1;1) pontot.
Adjuk meg annak a siknak az egyenletét, mely e-t és f-et is tartalmazza.

4. AV C R® halmaz azon vektorokbol all, melyek- 1
nek az elsé 4 koordinédtaja szamtani sorozatot alkot, az

utols6 koordinéta pedig az elsé 4 koordinata Osszege. v=1 9
[gy példaul a jobbra lathato v vektor V-beli. Altér-e 7
V R%-ben? 16

1 1 1
5. Mely p valos szamok esetén teljesiil, hogy 1 1 1
a jobbra lathato vektorrendszert R* bazisé- 1] p
vé lehet kiegésziteni? 1 P D

6*. Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan x egész szdm, melyre
29=2 (mod201).

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezé adatokat: név, Neptun-kod,
Neptun szerinti gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd
50 pontot elérni a 60-bol, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként
konyveljik el. Az alairds megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell
elérni.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirasa kozben szamologép (vagy méas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
masodik potzarthelyi
2023. december 11.

1. Létezik-e az alabbi egyenletrendszernek olyan megoldasa, melyre z1 = 3(z4)*—
2x4 + 17
r1+3r9+2x3+4xs = 2

2331 + 7%2 + 5%3 + 10%4 = 06

—$1—2£E2—$3+5ZE4 =7
1125
2. Hatarozzuk meg a jobbra lathaté méatrix determinénsét a 2p35
p valés paraméter fiiggvényében. 34052
1132

3. Legyenek A és B 2 X 2-es matrixok. C' legyen az a 4 X 4-es matrix, melynek bal
felsG és jobb felst 2 x 2-es részmatrixa A, bal also és jobb also 2 x 2-es részmétrixa
B. Legyen tovabba D az a 4 x 4-es matrix, melynek bal fels6 2 x 2-es részmatrixa
A, jobb als6 2 x 2-es részmatrixa B, a tobbi 8 eleme pedig 0.

a) Igaz-e, hogy ekkor det C' = det A det B mindig teljesiil?

b) Igaz-e, hogy ekkor det D = det A det B mindig teljesiil?

4. Létezik-e olyan méatrix, melynek a jobbra lathaté matrix az
inverze? Ha igen, adjuk is meg.

oS O O

010
100
001
2345

5. Egy 5 X 5-6s A matrix els6 négy sora linearisan fiiggetlen, az elsé négy osz-
lopa pedig linearisan Osszefiige. Hatarozzuk meg A rangjanak osszes lehetséges
értékét.
6*. Az 5 x 5-68 A métrixrol annyit tudunk, hogy a rangja 3.

a) Mutassuk meg, hogy A-nak barmely elemét barhogy megvaltoztatva a ka-
pott matrix rangja legfeljebb 4 lesz.

b) Mutassuk meg, hogy A-nak létezik olyan eleme, melyet alkalmasan megval-
toztatva a kapott méatrix rangja 4 lesz.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezé adatokat: név, Neptun-kod, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A 100%-o0s eredményhez elegends 50 pontot
elérni a 60-bol, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamologép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

144
Pétpotzarthelyi feladatok — az FuLuS O zarthelyi potldsara
2023. december 18.

1. Az n pozitiv egész 84-szeresének az utolsé harom szamjegye altal alkotott szam
1-gyel nagyobb, mint az n utolsé harom szamjegye altal alkotott szam. Mi n utolso
harom szamjegye?

2. Egy szamtani sorozat elsé tagja 600, differencidja 77. (A sorozat tagjai tehat:
600,677,754, . ..) Milyen maradékot ad a sorozat els6 601 tagjanak szorzata 77-tel
osztva?

3. A V C R’ halmaz azokbél az R>-beli v vektorokbdl 4ll, amik az
alabbi két feltétel koziil legalabb az egyiket teljesitik:
e v elsé harom koordinataja (folilrél lefelé) szamtani sorozatot
alkot;
v utols6 harom koordinataja (folilrél lefelé) szdmtani soroza-
tot alkot.
(Igy példaul a jobbra lathaté két vektor V-beli.) Alteret alkot-e V
R>-ben?

© Ot = 00 O
W W W w w

4. Milyen geometriai alakzatot alkot az alabbi, R3-beli a, b, ¢, d vektorok generlt
altere? Irjuk fel a szoban forgd alakzat egyenletét vagy egyenletrendszerét.

2 —6 4 8
a= 1L],b=|-3|,c=|-1]|,d=|T7
—1 3 -9 3

5. A W < R altér azon vektorokbél 4ll, melyeknek az elsé négy

1
koordinataja (folilrol lefelé) szamtani sorozatot alkot, az utolsé ko- 3
ordinata pedig az elsé négy koordindta sszege. [gy példaul a jobbra w=1| 5
lathaté w vektor W-beli. Adjunk meg W-ben egy olyan bazist, ami 7
tartalmazza a jobbra lathaté w vektort. (Azt nem sziikséges bebi- 16

zonyitani egy teljes értékii megoldashoz, hogy W valéban altér.)

6*. Hatarozzuk meg az A(79;2;37), B(—19;72;23) és C'(59;42;47) pontok altal
meghatarozott haromszog koriilirt korének a kdzéppontjat.

A dolgozatra kérjik jol olvashatoéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kdd.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot
elérni a 60-bol, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljik el. Az alairas
megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamolégép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Poétpoétzarthelyi feladatok — a MA.S ODIK zarthelyi pétlasara

2023. december 18.

1. Az alabbi egyenletrendszernek megoldasa 1 = x9 = x3 = x4 = 1, nincs vi-
szont olyan megoldasa, melyben valamelyik valtozo értéke 2 lenne. Adjuk meg az
egyenletrendszer osszes megoldasat.

r1+ 209 + 203 — 224 = 3
201+ 3x9 — 203+ x4 = 4
CL‘1—2332—£C3—|—35L‘4 =1
3r1+3x0+2x3+2x4 = 8
g211
. , T e , 2p30
2. Legyen A a jobbra lathaté matrix. Létezik-e olyan p valds A=
; s . 3520
szam, melyre q értékétol fliggetleniil det A = 07 2191

3. Az A 5 x 5-6s matrixrél és a b, ¢ € R® vektorokrél annyit tudunk, hogy az Az = b
és Ax = ¢ matrixegyenleteknek nem ugyanannyi megoldasa van. Hany megoldasa
van az Az = 0 matrixegyenletnek?

4. Legyen A a jobbra lathato matrix. Létezik-e olyan B mat- s ( 10 -2 )
rix, melyre AB = F teljesiil, ahol F a 2 X 2-es egységmatrix? -30 6
Ha igen, adjunk is meg egy ilyet.

13 pp?2
5. Hatarozzuk meg a jobbra lathaté matrix rangjat a p valds 213p3
paraméter fliggvényében. 141p5

6*. Legyen A n rangi n X n-es matrix, k és m pedig olyan természetes szamok,
melyekre k+m > n, k < n ésm < n teljesiilnek. Mutassuk meg, hogy A el6allithatd
egy k és egy m rangt matrix osszegeként (vagyis létezik olyan k rangi K és m rangt
M matrix, melyekre K + M = A).

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkez6 adatokat: név, Neptun-kod.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-os eredményhez elegendd 50 pontot
elérni a 60-bdl, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljik el. Az aldiras
megszerzéséhez mindkét zarthelyin legalabb 24 pontot kell elérni.

A feladatok megoldésat indokolni kell, puszta eredménykdzlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamoldgép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2023. november 3.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiillonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldéskezdeményt értékeljiitk. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

. , n . ;s
tort és az tort értéke

. .. , . , - . n
1. Adjuk meg az Osszes olyan n egész szamot 1 és 2023 kozott, amire az
is egész szam.
Xk ok x %

A két tort értéke azokra az n-ekre ad egész szamot, amikre n =2 (mod21) ésn =5 (mod166).(1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult médszerrel oldjuk meg. Az elsé kongruenciabdl n = 21k + 2 vala-
milyen k egészre. Ezt a masodikba helyettesitve: 21k +2 =5 (mod 166). Mindkét oldalbdl 2-t levonva a

21k =3 (mod 166) linearis kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mivel (21,166) = 1 (mert nincs kozos primosztéjuk) és 1 | 3, ezért a tanult tételt szerint a linearis kong-
ruencia megoldhato és egyetlen megoldasa van modulo 166. (1 pont)
A kongruencia mindkét oldaldt 8-cal szorozva 168k = 24 (mod 166), vagyis 2k = 24 (mod 166) kovet-
kezik. (1 pont)
(Ez az atalakitas nem volt ekvivalens 1épés, mert (166,2) = 2 és igy a 168k =24 (mod 166) kongruenciat
8-cal osztva nem az eredeti alakot kapnank vissza.) (0 pont)
Mindkét oldalt 2-vel osztva: k = 12 (mod 83), ahol a modulust (2,166) = 2 miatt osztottuk 2-vel.(1 pont)
Ebbdl tehdt k =12 (mod 166) vagy £k =95 (mod 166). (1 pont)

Ezek koziil k = 12 (mod 83) nem megoldédsa a linearis kongruencidnak, mert 21-12 = 252 23  (mod 166).
(Ez a hamis gyok a nem ekvivalens 1épés miatt keletkezett.) Mivel a fentiek szerint a linedaris kongruenci-

anak egyetlen megoldasa van modulo 166, ezért ez a k =95 (mod 166). (1 pont)
Ebbdl tehdat k = 1664 4 95 valamely ¢ egészre. Ezt visszahelyettesitve: n = 21k + 2 = 21(166¢ + 95) + 2 =
34860 + 1997. (2 pont)
Mivel ez csak az ¢ = 0 értékre esik 1 és 2023 kozé, ezért n = 1997 az egyetlen, a feladat feltételeinek
megfelel$ egész szam. (1 pont)



A megoldhatéségra és a megoldasok szamara vonatkozé tétel alkalmazasa kivalthaté a k = 95 (mod 166)
megoldas ellenorzésével is. A megoldas kozben eléallt linearis kongruencia természetesen mas tanult mod-
szerekkel, {gy akar az Euklideszi algoritmussal is megoldhatd; ezzel dolgozva sorra a 166k =0 (mod 166),
21k =3 (mod 166), 19k = —21 (mod 166), 2k = 24 (mod 166), végil a k = —237 = 95 (mod 166)
kongruencidk keletkeznek. Ekkor a linearis kongruencia megoldasaért jaré 5 pontbdl 1 pontot ér az a tény,
hogy a megold6 az algoritmust alkalmazza (amit nem kell feltétlen megneveznie, elég, ha az alkalmazasa
révén ezt egyértelmiien demonstrélja); tovabbi 1 pontot ér annak az ellendrzése, hogy az eljaréas a tanultak
szerint leosztds nélkil (vagyis az elsé fazis kihagyéaséaval) alkalmazhat6, mert (21, 166) = 1; végiil 3 pontot
ér maga a szamolas.

2. Mennyi maradékot ad 6 - 10** 9998-cal osztva?

* ok ok ok ok

Elsd megoldas. A ismételt négyzetre emelések modszerével kiszamitjuk 102 9998-as maradékat.(1 pont)
Ehhez meghatarozzuk a 10',10%,10%, 108,10 hatvanyok 9998-as maradékat (mindig az eléz6 négyzetre
emelésével és a kapott eredmény 9998-as maradékat véve). Ezek sorra: 10, 100, 2, 4, 16. (3 pont)
Mivel 23 =1+ 2+ 4 + 16, (1 pont)
ezért kiszamitjuk el8szor a 103 = 10! - 102, majd a 107 = 10? - 104, végiil a 10?® = 107 - 10'% hatvinyok
9998-as maradékait (a kordbban kiszamolt megfelel6 maradékokkal val6 szorzéssal és a kapott eredmények

9998-as maradékat véve). Ezek sorra: 1000, 2000 és 2006. (3 pont)
A 10 =2006 (mod9998) kongruencidt 6-tal szorozva: 6 - 10%* = 6 - 2006 = 12036 = 2038  (mod 9998).
Igy a keresett maradék a 2038. (2 pont)

A teljes értéki megoldashoz nem sziikséges a fenti részletességgel leirni az elvégzett miveletek mogotti
szandékot, elegendd a helyes szamitasok kozlése. A fenti pontozas szerinti elsé 1 pont annak jar, aki
felismeri, hogy a feladat az ismételt négyzetre emelések mddszerével megoldhat6 (és ezt legalabb azzal
jelzi, hogy az algoritmus alkalmazdsiat megkezdi). Mivel azonban a feladat nem kéri a tanult algoritmus
alkalmazasat, ezért barmilyen, helyes eredményre vezet6 és elvileg helyes szamolas maximalis pontszamot
ér — akkor is, ha az foloslegesen komplikalt vagy nem felel meg az algoritmus pontos alkalmazasanak.
Ha azonban egy megoldds nem (pontosan) kéveti az algoritmust, akkor a szamitdsok helyessége és az
azokbol levont kovetkeztetések indokldsra szorulnak. Igy ha egy megoldé pusztén egy, az algoritmus pontos
alkalmazasdanak nem megfelel6 szamitast magyarazat nélkiil k6zol, az nem érhet maximalis pontszamot;
az ilyen megoldédsokra az algoritmus alkalmazéasaért jaro elsé 8 pontbdl legfoljebb 5 pont adhaté.

Maiasodik megoldas. Figyeljiik meg, hogy 10? = 10000 = 2 (mod 9998). ( )
Ezt 5-6dik hatvanyra emelve: 1020 = 2° = 32 (mod 9998). (3 pont)
Mindkét oldalt 10 = 1000-rel szorozva: 10%* = 32000 = 2006 (mod 9998). ( )
Ezt 6-tal szorozva: 6-10%® = 6-2006 = 12036 = 2038 (mod 9998). Igy a keresett maradék a 2038.(2 pont)

3. Egy szabdlyos téglatest alaku lada sik feliiletti, lejtés talajon all. A lada A(1;4;2) csicsa a talajon van,
az ezzel szomszédos B(4;2;1) csucsa viszont nincs a talajon. Metszi-e a talaj sikja a z-tengelyt? Ha igen,
hol?

A talaj S sikjanak normalvektora n = AB , (1 pont)
hiszen ez merdleges az S sikra (mert a téglatest oldaléle merdleges az alap sikjara). (1 pont)
Az A-ba, illetve B-be mutaté helyvektorokat a-val, illetve b-vel jelolve n = AB = b —a = (4;2;1) —
(1;4;2) = (3; -2, —1). (2 pont)
fgy S egyenletét n és A alapjan felirva: 3z — 2y — 2z = —7. (3 pont)
A z-tengely pontjai azok, amikre x = y = 0 teljesiil. Ezt S egyenletébe helyettesitve —z = —7, vagyis
z =7 adédik. Igy S a (0;0;7) pontban metszi a z-tengelyt. (3 pont)



4. A p valés paraméter milyen értékeire linedrisan fiiggetlenek az alabbi R*-beli a, b, ¢, d vektorok?

1 4 0 0
1 ) 0 0
=l o=l [T 247 4
23 29 ) p
ok ok % ok
Tegytik fel, hogy a-a+ - -b+~v-c+ §-d =0 teljesiil valamilyen «, 3,7,d € R skaldrokra. (1 pont)

Behelyettesitve az a, b, ¢, d vektorokat és elvégezve a miiveleteket a kovetkezo linedris egyenletrendszerre
jutunk:

a+46 =

a+56 =
17a+ 198 + 2y + 49
23+ 298 + 57 +p - 6

(1 pont)

OO O

A masodik egyenletbdl az els6t kivonva S = 0. Ezt az elsé két egyenlet barmelyikébe visszahelyettesitve

a = 0 adodik. (1 pont)
[gy a harmadik és negyedik egyenletbdl 4116 rendszer erre egyszeriisodik: 2y+46 = 0, 5y+p-6 = 0.(0 pont)
Itt az utobbi egyenletbdl az eldbbi 2-szeresét kivonva: (p —10) -6 = 0. (1 pont)
Ha p # 10, akkor ebbdl az egyenletbol 6 = 0 adodik. Ezt pedig a 2y 446 = 0 egyenletbe visszahelyettesitve
v = 0 is koévetkezik. (1 pont)
Igy a tanultak szerint minden p # 10 értékre a, b, ¢, d linearisan figgetlenek (mert aa + 5b+ yc+ 0d =0
csak az a = 3 = 7 = 6 = 0 esetben lehet lehetséges). (2 pont)
Ha viszont p = 10, akkor a (p — 10) - 6 = 0 egyenlet semmitmondé. Ekkor példdul a v = 2, § = —1,
a = = 0 megoldésa a fenti linedris egyenletrendszernek (vagyis 2c — d = 0). (1 pont)
Igy a tanultak szerint a p = 10 esetben a, b, ¢, d linedrisan osszefiiggdek. (2 pont)

Ha egy megoldo csak annyit figyel meg, hogy a p = 10 esetben d = 2¢, akkor ezért megkaphatja a pontozas
szerinti utolsé el6tti 1 pontot; ha pedig ebbdl helyesen levonja és megindokolja azt a kovetkeztetést, hogy
a p = 10 esetben a, b, ¢, d linedrisan Osszefiiggk (mert d = O0a + 0b + 2¢), akkor a pontozas szerinti utolsé
2 pontot is. Ha egy megoldé csak azt vizsgilja, hogy d € (a,b,c) milyen p értékekre teljestil és tévesen
azt gondolja, hogy ez elegendo a linearis fiiggetlenség vizsgalatahoz, az alapveto elvi hibanak mindstl és
igy (helyes szamolast és eredményt feltételezve is) legfoljebb csak 3 pont jarhat érte (tgy értve, hogy ez
nem adédhat hozza az imént irt 142 ponthoz, hanem a kettd koziil legfoljebb az egyiket adjuk meg). (Ez
természetesen nem vonatkozik egy olyan megoldasra, ami el6szor megmutatja a, b, ¢ linearis fliggetlenségét,
majd az Gjonnan érkezé vektor lemmajara hivatkozva allitja, hogy a négy vektor linearis fliggetlensége
ekvivalens d ¢ (a, b, ¢)-vel; egy ilyen megoldés elvileg hibatlan lehet és nyilvin maximélis pontot érhet.)
A megoldas soran ad6dé lineéris egyenletrendszer Gauss-eliminacidval is megoldhat6é (annak ellenére is,
hogy ez nem az elsé zarthelyi anyagédban szerepel). Ha valaki igy dolgozik, akkor az eliminéacidért a fenti
pontozas szerinti harmadiknak és negyediknek irt 141 pont jar, a tobbi (az egyenletrendszer egyértelmi
megoldhatdsagara, illetve a vektorok linedris fiiggetlenségére) vonatkozd kovetkeztetés pontozasa megfelel
a fentieknek.

5. AV < R® altér azokbdl az R-beli vektorokbdl all, amiknek az elsé hadrom koordinitéja 1
(folilrdl lefelé) szamtani sorozatot alkot, az utolsé harom koordinataja pedig (szintén folilrol 6
lefelé) 2 kvéciensti mértani sorozatot alkot. (Igy példdul a jobbra lathaté vektor V-beli.) 11
Hatérozzuk meg dim V-t, a V' altér dimenzidjat. (Azt nem sziikséges bebizonyitani egy teljes ii

értékii megoldashoz, hogy V' valéban altér.)



Els6 megoldas. Ha egy v € V vektor els6 harom koordinataja alkotta szamtani sorozat elsé tagja «, a

differencidja pedig §, akkor a feladat szovegéb6l v = (o, o + 0, o + 20, 2 + 46, 4o + 86) 7. (0 pont)
Ezért minden v € V felirhat6 {gy: v =« - (1,1,1,2,4)T + 5 - (0,1,2,4,8)7. (2 pont)
Ez tehat azt jelenti, hogy a b, = (1,1,1,2,4)T és by = (0,1,2,4,8)T vektorok generatorrendszert alkotnak
V-ben. (2 pont)
Masrészt by, by linearisan fiiggetlen rendszer, mert egyik vektor sem skalarszorosa a masiknak. (2 pont)
Igy by, b, bézis V-ben, (2 pont)
vagyis dim V' = 2. (2 pont)

(A o7 jelélés a v sorvektorbdl oszlopvektort készit, illetve forditva; itt a T" a transzpondlds réviditése, ezt
a targyban késébb altalanosabban is definidljuk, itt csak helytakarékossag céljabél hasznaltuk.)

Masodik megoldas. A tanult eljarast hasznaljuk V egy bazisanak az elkészitésére. (0 pont)
Ehhez el8szor vélasztunk egy tetszbleges b, € V', by # 0 vektort: példaul b, = (1,0, —1, -2, —4)T. (1 pont)
Ekkor b; nem generatorrendszer V-ben példaul azért, mert (b;) minden elemének mésodik koordinataja 0,

igy konnyen vélaszthatunk egy by € V, by ¢ (by) vektort: legyen példaul b, = (0,1,2,4,8)T. (2 pont)
Most azt kell megvizsgalnunk, hogy V' = (b;,b,) mar igaz-e. Ehhez vegytlink egy tetszéleges v € (by, by)
vektort. Ekkor v = ab; + Bb, valamilyen «, 5 skaldrokra, (1 pont)
vagyis v = (o, 8, —a + 23, —2a + 43, —da + 83)T. (1 pont)

Megmutatjuk, hogy minden v € V vektor felirhato ilyen alakban. Valéban, ha egy v € V els6é két koor-
dinataja «, illetve 8, akkor az els6é harom koordinata alkotta szamtani sorozat differenciaja f — «, igy v
harmadik koordinataja 8 + (6 — a) = —a + 2. Innen pedig v negyedik és 6tddik koordinataja valéban
—2a 440, illetve —4a+ 843, mert az utolsé harom koordinata 2 kviciensii mértani sorozatot alkot.(1 pont)
Igy b;, b, mér generatorrendszert alkot V-ben. (2 pont)
A tanult eljarast kovetve tehat a by, by bazist kaptuk V-ben, amibdl dim V' = 2. (2 pont)
(Az olyan ,megoldasok”, amik minddssze arra hivatkoznak, hogy egy v € V vektor els6 két koordina-
tajat lerogzitve a tobbi mar egyértelmiien adodik, igy ,,V elemeinek két szabad paramétere van”, ezért
dim V' = 2, alapvetd elvi hiban alapulnak és igy nem érnek pontot.)

6*. Adjuk meg 1024 dsszes cinkosét (vagyis az 6sszes olyan 1024-nél kisebb, pozitiv egészt, amik a Fermat-
teszt végrehajtdasakor nem tanusitjak 1024 Osszetett voltat).

* ok ok ok ok

Legyen a az 1024 egy tetszbleges cinkosa. Ekkor tehat 1 < a < 1023, (a,1024) = 1ésa'* =1 (mod 1024)
(a cinkos definici6ja szerint). (1 pont)
Mivel 1024 = 20 ezért a tanult tétel szerint ¢(1024) = 219 — 29 = 512. ( )
Mivel (a,1024) = 1, ezért alkalmazhaté az Euler-Fermat tétel: ( )
a®?=1 (mod1024). ( )
Ezt négyzetre emelve: a'% =12 =1 (mod 1024). (1 pont)
Ezekbél 1 =a'® =a'" . =1-a=0a (mod1024), vagyisa =1 (mod1024). ( )
Ebbdl pedig 1 < a < 1023 miatt a = 1 adddik. ( )
Mivel 1 nyilvan cinkosa 1024-nek, hiszen (1,1024) =1és 1'% =1=1 (mod 1024), ( )
ezért 1024 egyetlen cinkosa az 1. (0 pont)
(A fenti pontozds szerinti 3 pont megszerzéséhez meggy6zéen kell indokolni, hogy az a'®® =1 (mod 1024)
és ' =1 (mod1024) kongruencidkbdl a =1 (mod 1024) valéban kovetkezik.)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2023. december 1.

Altaldnos alapelvek.

A pontozéasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékit megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatoéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttdl
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. A p és q valds paraméterek minden értékére adjuk meg az alabbi egyenletrendszer megoldasainak szamat.
—X — 4.T2 + 3ZL’3 + 5ZE4 =0
2x1 + 5w —24x3+ 3p—1) x4 = 0
3x1 + 1729 + 22254+ (¢ — 5p) - x4y = 0
X ok ok x %

Els6 megoldas. A feladatbeli linearis egyenletrendszernek biztosan van megoldasa a p és ¢ minden érté-
kére: 1 = 29 = 23 = 24 = 0. (2 pont)
Ha egy linedris egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté, akkor (a tanult tétel szerint) ebben az egyen-
letek szdma legaldbb annyi, mint az ismeretlenek széma. Igy a feladatbeli egyenletrendszer biztosan nem
egyértelmilen megoldhat6 (mivel harom egyenletbdl all és négy ismeretlen van benne). (3 pont)
Minden linedris egyenletrendszerre igaz (a tanultak szerint), hogy vagy nincs megoldédsa, vagy egyértelmii-
en megoldhatd, vagy végtelen sok megoldasa van, (2 pont)
és a fentiek szerint az els6 két eset kizart, igy az egyenletrendszernek a p és ¢ minden értékére végtelen sok
megoldasa van. (3 pont)

Masodik megoldas. A Gauss-eliminaciét alkalmazva a kovetkezoket kapjuk:
-1 —4 3 5 0 1 4 -3 -5 0 14 -3 -5
( 2 5 =24 3p—1 O)N(O—S —-18 3p+9 O)w(Ol 6 —p—3 0)(2pont)
3 17 22 ¢q—5p|0 0 5 31 g—5p+15|0 00 1 g+3010

Ezzel elértiik a lépcsos alakot, majd az algoritmus végrehajtasat a masodik fazissal folytatjuk a redukalt
1épesds alakig: (0 pont)

0

1 4 0 3q + 85 0 1 0 0 4p+27¢+817 |0
(O 1 0 —p—6g—183 O)N(O 1 0 —p—6g—183 O) (2 pont)

0 0 1 q+ 30 0 0 0 1 q+30 0
A kapott redukélt 1épcsés alak szerint x4, = o € R szabad paraméter és x; = (—4p — 27q — 817) - a,
Ty = (p+6q+183) - aésx3=(—q—30)-a. (3 pont)
gy p és ¢ minden értékére végtelen sok megolddsa van az egyenletrendszernek. (3 pont)

1



Ha egy megoldd akar a 1épcsos alak, akar a redukalt 1épcsés alak elérése utan abbahagyja a szamolast
és ugy érvel, hogy mivel tilos sor nem keletkezett az elsé fazis végén, viszont a negyedik oszlopban nincs
vezéregyes €és igy x4 szabad paraméter, ezért mindenképp végtelen sok megoldas lesz, az természetesen
teljes értékli megoldas és gy maximalis pontszamot ér. A szamolasi hibdk — egyébként elvileg j6 megoldés
esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. A redukalt 1épcsés alak helytelen értelmezése viszont elvi
hibdnak szamit, ilyen esetben a pontozés szerinti utolsé 3+3 pont elveszik. Ha egy megoldd (akar helyes)
szamitdsokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek nem célratoréek, nem
mutatjak egy helyes megoldds iranyat, azért csak nagyon kevés pont (maximum 1-3) adhaté az elvégzett
munka hasznossagatol fiiggden.
2. Legyen m = (5,2,6,1,4,3) (vagyis m az 1,2, ...,6 szadmoknak az a permutéacidja, amire m =5, my = 2,
..., T = 3). A 6 x 6-08 A méatrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztez6désében all6 elem
(1, haj>m,

“M—{o, ha j < m
minden 1 <, j < 6 esetén (vagyis minden i-re az i-edik sorban a m;-edik helyen és att6l jobbra mindenhol
l-es all, a m;-edik helyt6l balra pedig 0). Szamitsuk ki det A értékét a determindns definicidja szerint. (A
megoldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozé tételt vagy azonossagot, pusztan
a definiciéra alapozva hatarozzuk meg det A értékét.)

¥ ook ok ok X

A definicié szerint 6sszeadandoként szerepld szorzatok koziil nem kell figyelembe venni azokat, amik tar-

talmaznak 0 tényezOt, mert ezek értéke 0, igy 0-val jarulnak hozza a determinéns értékéhez. (1 pont)
Egy 0-t nem tartalmazé szorzatban a 3. sorbdl csak a 6. helyen all6 1-es valaszthato, mert m3 = 6 miatt a
sor els6 5 eleme 0. (1 pont)
Ezért az 1. sorbél mar csak az 5. helyen allo 1-es valaszthatd, mert m; = 5 miatt a sor els6 4 eleme 0 és a
6. oszlopbdl mar valasztottunk elemet. (1 pont)

Hasonldan: az 5. sorbol csak a 4. helyen all6 1-es valaszthatd, mert 75 = 4 miatt a sor elsé 3 eleme 0 és az
utolso két oszlopbdl mar valasztottunk elemet. Igy folytatva végil azt kapjuk, hogy az egyetlen nemnulla

szorzat épp a m permutacionak megfelelé szorzat. (2 pont)
Ennek a szorzatnak az értéke nyilvan 16 = 1, (1 pont)
az el6jeléhez pedig meghatérozzuk 7 inverzidszamat: I(r) =4+ 143404140 =9 (ahol az elemekhez
sorra a téle jobbra allg, néla kisebb elemek szdma szerepel 6sszeadandéként). (1 pont)
Mivel I(m) paratlan, a m-hez tartoz6 szorzat negativ eldjelet kap. (1 pont)

Igy definicié szerint det A = —1 (mert a 6! = 720 ésszeadandé koziil az egyik (—1), a tobbi 0). (2 pont)
Minden, a megoldast érdemben nem befolydsol6 szamolasi hiba, figyelmetlenség 1 pont levonast jelent.
A determinéns definici6ja ismeretének (akér részleges) hidnyara utal6 elvi hibédk azonban darabonként 4
pont levonast jelentenek.

3. Hatarozzuk meg az alabbi determinans értékét.

4 =3 1 1 1
-8 6 17 19 23
12 -9 1 1 1
) 4 1 1 1

2 2 1 1 1

x ok ok ok ok

Els6 megoldas. Vonjuk ki a harmadik oszlopot a negyedikb6l és az 6t6dikb6l. Ezek a 1épések (a tanultak

szerint) a determindns értékét nem valtoztatjik. (4 pont)
Ezzel a negyedik oszlop (0,2,0,0,0)7, az 6todik (0,6,0,0,0)7 lett. (1 pont)
Most vonjuk ki a negyedik oszlop haromszorosat az 6todik oszlopbdl. A determinans értékét ez a lépés
sem valtoztatja. (2 pont)
Ezzel az 6t6dik oszlop csupa nullava valtozott. (1 pont)
A csupa nulla oszlop miatt (a tanultak szerint) a determinds értéke 0 (és igy ugyanez igaz az eredeti
determindnsra is). (2 pont)



Masodik megoldas. Vonjuk ki az els6 sort a harmadikbdl, a negyedikbdl és az 6todikbdl. Ezek a 1épések
(a tanultak szerint) a determinédns értékét nem véltoztatjak. (3 pont)
A kapott matrixban a jobb alsé, hdromszor harmas részmatrix minden eleme 0. (1 pont)
Ha most ennek a matrixnak a determinansat a definicié szerint szamitjuk ki, akkor mindegyik bastyaelhe-
lyezéshez tartozo szorzat tartalmaz 0 elemet. Valéban: ha az utolsé harom sorbdl nemnulla elemet akarunk
valasztani, akkor ezt csak az elsé két oszlopbdl tehetjik meg; mivel azonban minden oszlopbdl csak egy

elemet lehet valasztani, ez lehetetlen. (3 pont)
Igy a definici6 szerinti kiszamitaskor 5! = 120 darab el6jelezett 0-t adunk 6ssze. Ezért a determinédns értéke
0 (és ugyanez igaz az eredeti determinansra is). (3 pont)

Harmadik megoldas. A Gauss-eliminacié determinansra vonatkozé valtozatat alkalmazzuk:
4 -3 1 1 1 1 =34 Ys s 14 1 =34 Yg Yy 1y
0 19 25

8 6 17 19 23 0 21 0 Ui 9% 91 Y
12 -9 1 1 1 |=4-]0 0 -2 -2 -2 |=(4-l0 0 -2 -2 2=
-5 4 1 1 0 i Ys Y1 Y 0 0 19 21 25

2 2 1 1 0 e Y2 12 1) 0 e 2 12 1)

T V7 VR Y/
9

1
0
o -2 -2 =2|=2-10 0 1 1 1 [=2-0=0.
0 19 21 25 0 o 0 2 6
0 0 -31 -31 31 0 o 0 0 0

Minden, a megoldast érdemben nem befolyasolé szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determinansra
vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakadé elvi hibak viszont darabonként 4 pont
levonast jelentenek. Ilyen példaul, ha a megoldé egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utan nem,
vagy hibdsan koveti a determinans megvaltozasat. Kétes esetekben elvi hibanak tekintend6é minden olyan
hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megoldé a szoban forgd ismeretet helyesen probalta alkalmazni.
Aranyos részpontszam jar minden, a determinans kiszamitdsanak irdnyaba mutaté, hasznos lépésért. A
kifejtési tétel puszta alkalmazdsa (egyéb, tovabbi atalakitdasok nélkil) nem ér pontot, mert egyediil ezzel
a determinans meghatdrozasa nem valik konnyebbé az eredeti feladatnal.

3y Yy Yy 14
1 9 9 9

=(~1)-

4. a) A p valés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy létezik-e inverze az aldbbi A matrixnak, és
p-nek azokra az értékeire, amikre A~! 1étezik, adjuk is meg azt.
b) Azokra a p-kre, amikre A~! létezik, hatdrozzuk meg az (A™! — E) - (A% — A) + (A — E)? métrixot.

2 1
A_(2p p+1>

* ok ok ok ok

a)detA=2-(p+1)—2p=2 (a2 x 2-es determindns kiszamitasardl tanultak szerint). (1 pont)
Mivel det A # 0 igaz minden p-re, ezért (a tanult tétel szerint) A~! létezik a p minden értékére. (1 pont)
A~ let a tanult médon, Gauss-elimindciéval szamitjuk:
+1 1
P 1/2 ) (2 pont)

2 1 |1 0 1 2] 12 0 1 0
% p+1]0 1 0 1| -p 1 0 1| —p

A tanultak szerint A~! a fenti, a vonaltél jobbra esé matrix. (1 pont)
A tanultak szerint A~! létezése mellett tigy is érvelhetiink (illetve a fenti pontozds szerinti elsé 1+1 pon-
tot ugy is megszerezhetjiik), hogy mivel a Gauss-elimindci6é sordn a vonaltél balra a p minden értékére
egységmatrix keletkezett, ezért A=1 létezik a p minden értékére. A megoldast érdemben nem befolyssold
szdmolasi hibdk 1 pont levonast jelentenek, de az A~! szadmitdsdra vonatkozé alapismeretek teljes vagy
részleges hianyabol fakado elvi hibak darabonként 4 pontot.

b) (A1 —E)-(A2—A) = A1 A2- A A-E-A*+E-A=E-A-E— A+ A= —A*+2A— F.(2 pont)
(A-E?=(A-E)- (A-E)=A-A-A E-E-A+E?=A>-A—- A+ E=A%>-2A+ FE. (2 pont)
fgy (A'—E)- (A2 - A) +(A-FE? = -A2 4+ 24 - E + A*> - 2A + E = 0, vagyis az eredmény a

nullmatrix. (1 pont)
(A fenti szamitasokhoz a matrixokon végzett miiveletek tanult tulajdonsagait hasznaltuk: disztributivitas,
asszociativitas, a skalar szorzé kiemelhet&sége és az FE-vel végzett szorzas tulajdonsiga.) (0 pont)



A b) feladat természetesen megoldhatd az egyes tényezok kozvetlen kiszamitdsaval is:

2p+4 p+3 2p+2 p+2> <2p+1 p+1>
2 _ 2 4 _ 2
A _(2p2+6p p2—|—4p+1>’A A <2p2—|—4p p? + 3p (A= E) 20 +2p p*+2p

és (A7! — E) - (A% — A) az utébbi matrix ellentettje. Ha valaki igy dolgozik, akkor a fenti hdrom matrix
kiszamitdsa 1-1 pontot ér és az (A~! — E) - (A% — A) szorzat, valamint ezekbdl a végeredmény kiszdmitasa
tovabbi 1-1 pontot. (A~! — E kiszdmitasa 6Snmagdban nem ér pontot.) A megolddst érdemben nem befoly4-
sol6 szamoldsi hibdk 1-1 pont levonast jelentenek, de az A~! szdmitdsira vagy a matrixszorzas elvégzésére
vonatkozo alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakado elvi hibak darabonként 4 pontot.

5. Legfoljebb hanyat lehet kivalasztani az aldbbi, R*-beli z,y, z, u és v vektorok koziil gy, hogy a kivé-
lasztott vektorok linearisan fliggetlenek legyenek?

) —14 2 4 10

_ 3 B 21 | -3 | -6 | -11
L= 2 [ ¥~ 0 R s A IR IR T IR ICA Y |
1 2 6 17 -3

A keresett érték az ot felsorolt vektor egyesitésével keletkez6 4 x 5-0s métrix rangja (az oszloprang defini-

cibja szerint). (4 pont)
A rangot a tanultak szerint Gauss-eliminacioval hatarozzuk meg:
-2 —14 2 4 10 1 7 -1 =2 =5 1 7 -1 =2 =5
. 3 21 -3 -6 —11 | _ . 0 0 0 0 4 | . 0 1 1 3 -1
2 %5 -1 -1 —11 | 0 1 1 3 -1 | 0 0 0 0 4 |
-1 -2 6 17 =3 05 5 15 =8 05 5 15 -8
r 7 -1 =2 =5 1 7 -1 -2 =5
0113—1_0113—1_3?‘%_3:? 2 ot
“loo o o 4T oo o o [T o o 5 7 (3 pont)
0 0 0 0 -3 0 0 0 0 0
A kapott matrix 1épcsos alaki, igy a rangja a sorainak (avagy a vezéregyeseinek) a szama: 3. (3 pont)
Igy a felsorolt 6t vektor koziil legfoljebb 3-at lehet kivalasztani tigy, hogy a kivalasztott vektorok linedrisan
fuggetlenek legyenek. (0 pont)

Minden, a megoldast érdemben nem befolydsold szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. (A pontozés szerinti
utolsé 3 pont természetesen megadhatd akkor, ha egy hibas szamolas eredményeképpen kapott 1épcsos
alakid matrix rangjat valaki helyesen dllapitja meg.) Az egyes alapismeretek teljes vagy részleges hidnyabol
fakado elvi hibdk darabonként 4 pont levonast jelentenek. Ha egy megolddé nem kozvetleniil a Gauss-
eliminaciét alkalmazza (vagyis nem annak a pontos kovetésével jut el egy 1épcsés alakig), akkor indokolnia
kell a megoldas helyességét — vagyis hivatkoznia kell arra, hogy a megtett 1épések a tanultak szerint a
rangot nem valtoztatjak; ennek hijan az utolsé 3 pontot nem szerezheti meg.

6*. Az n x n-es A métrixra A+ A%+ A® = 0 teljesiil. Mutassuk meg, hogy ekkor det A = 0 vagy det A = 1.

* ok ok ok ok

Ha det A = 0, akkor ez megfelel a feladat allitasanak. Igy a tovabbiakban feltehetjiik, hogy det A # 0 (és
célunk megmutatni, hogy det A = 1). (1 pont)
Mivel det A # 0, ezért A-nak létezik inverze. (1 pont)
Szorozzuk meg (balrél) az A + A% + A% = 0 egyenletet A~1-zel: A™1 . (A+ A2+ A3) = A71.0. (1 pont)
A jobb oldalon nyilvan 0-t kapunk (mert a nullmatrixot barmivel szorozva az eredmény szintén 0).(1 pont)
A bal oldalon a zéaréjel felbontdsa utdn A= - A = E (és az E-vel val6 szorzés tulajdonsdga) miatt kapjuk:
E+ A+ A*=0. ( )
(Itt a felsoroltakon kiviil haszndltuk a métrixszorzas disztributivitasat és asszociativitdsat is.)  ( )
Ebbél A2+ A = —E. Ezt az A+ A% + A% = 0 egyenletbe helyettesitve: A> — F = 0, vagyis A = F.(2 pont)
A determinénsok szorzastételét (kétszer) alkalmazva: det A% = (det A)3. ( )
Igy A® = E és det E = 1 miatt (det A)® = 1, amibél det A = 1 valéban kovetkezik. ( )



Bevezetés a szamitaselméletbe I.
Els6 poétzarthelyi — pontozasi atmutato
2023. november 17.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az dtmutatéban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitd
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy
feladatra t6bb, egyméstdl lényegesen kiilonbdzo megoldést is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazoé is, tovabba a dolgozatbél nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatéban szerepls részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban le-
irttol eltérs jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az elGadason
szerepld tételekre és allitdsokra lehet hivatkozni.

1. A Nagy Piréz Rendszer harmadik bolygojan GsidSk 6ta minden hénap 29 napos, az év végén
visszamaradé 22 napot pedig a messzefoldon hires piréz kumisz mértéktelen fogyasztasaval toltik a
lakosok. A Piréz Nemzeti Bank mélyrehat6 elemzése azonban nemrég kimutatta, hogy a gazdasag
teljesitményére az év végi 22 napos sziinet kedvezdtlen hatassal van, ezért bevezetik a 32 napos
hoénapot, igy a honapokbél kimaradé napok szdma 5-re csokken. Hany napbél 4ll az év a harmadik
bolygon, ha tudjuk, hogy a negyedik bolygo éve (ami persze hosszabb a harmadikénél) 1000 napos?

* ok ok ok  k

Az év napjainak szamat a harmadik bolygon n-nel jelolve a feladat szévegébol az n = 22 (mod 29)
ésn =5 (mod32) kongruenciakat kapjuk. (2 pont)
A kongruenciarendszert a tanult modszerrel oldjuk meg. Az els§ kongruenciabol n = 29k + 22 va-
lamilyen k egészre. Ezt a mésodik kongruenciaba helyettesitve: 29k +22 =5 (mod 32). Mindkét
oldalbol 22-t levonva a 29k = —17 (mod 32) linearis kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mivel (29,32) = 1 (pl. mert 29 prim és 32 nem a tobbszorose) és 115, ezért a tanult tételt szerint
a lineéris kongruencia megoldhaté és egy megoldasa van modulo 32. (1 pont)
A bal oldalbol 32k-t levonva és a jobb oldalhoz 32-t adva (az eredetivel ekvivalens) —3k =
15 (mod 32) kongruencia adodik. (1 pont)
Ezt (—3)-mal osztva, majd a jobb oldalhoz 32-t adva (ez utébbi igazabol el is maradhat)
k=27 (mod32), ahol a modulus azért nem véltozott, mert 32 és —3 relativ primek. (1 pont)
Mivel a kongruencianak mas megoldasa nem lehet, de tudjuk, hogy egy megoldasnak lennie kell

modulo 32, a kapott 27 érték valoban a megoldas. (1 pont)
Igy k = 32m + 27 valamilyen m egészre, ezt behelyettesitve n = 29(32m + 27) + 22 = 928m + 805.

(2 pont)
Az ilyen n-ek kozt egy olyan van, ami pozitiv és 1000-nél kisebb, nevezetesen 805, ez a keresett
szam. (1 pont)



Azt, hogy a kongruencidnak valéban az egyetlen megoldasa a 27 persze mashogy is be lehet latni,
pl. 4gy, hogy ellendrizziik, hogy minden atalakitasunk ekvivalens &talakitas volt, erre is jar az 1+1
pont.

A megoldéas kozben elallt linearis kongruencia természetesen méas modszerekkel, igy akar az
Euklideszi algoritmussal is megoldhato; ezzel dolgozva sorra a 32k = 0 (mod32), 29k =
—17 (mod32), 3k =17 (mod32), 2k =—-10 (mod32), k =27 (mod32) kongruencidk kelet-
keznek. Ekkor a linearis kongruencia megoldésaért jaré 4 pontbol 1 pontot ér az a tény, hogy a
megold6 az algoritmust alkalmazza (amit nem kell feltétlen megneveznie, elég, ha az alkalmazasa
révén ezt egyértelmtien demonstralja); tovabbi 1 pontot ér annak az ellendrzése, hogy az eljarés a
tanultak szerint leosztas nélkiil (vagyis az els fazis kihagyaséaval) alkalmazhato, mert (29, 32) = 1;
végiil 2 pontot ér maga a szamolas.

2. Mennyi maradékot ad 4994201 539-cel osztva?
Xk ok k%

499 és 539 relativ primek, mert 539 = 72 - 11, 499 pedig sem 7-tel, sem 11-gyel nem oszthato

(persze rengeteg méas indoklas is adhato). (1 pont)
Az Euler-Fermat tétel szerint 4999539 =1 (mod 539). (2 pont)
A tételt azért tudtuk hasznélni, mert 499 és 539 relativ primek, mint azt mar korabban lattuk.

)
A tanultak szerint ¢(539) = (72 — 7)(11 — 1) = 420. ( )
Az eddigiek alapjan tehat 49942 =1 (mod 539), ( )
ezt a tizedik hatvanyra emelve 4994209 = 1 (mod 539), (1 pont)
mindkét oldalt 499-cel szorozva pedig 4994291 = 499 (mod 539) adodik, ( )
a keresett maradék tehat 499. ( )

3. Legyen i = (3;0;—1) irdnyvektora az e és az f egyenesnek is. Az e egyenes tartalmazza a
(3;1;2) pontot, f pedig az (5;—1;1) pontot. Adjuk meg annak a siknak az egyenletét, mely e-t és
f-et is tartalmazza.

* ok ok x k

A keresett sik n = (a, b, ¢) normalvektora merdleges i-re ( )
és a két megadott pont egyikébdl a masikba mutato vektorra is. ( )
Ilyen vektor az (5;—1;1) — (3;1;2) = (2; —2; —1). ( )
Igy n skalarszorzata i-vel és a (2; —2; —1) vektorral is 0, (2 pont)
vagyis 3a — ¢ =0 és 2a —2b— ¢ = 0. ( )
Ennek az egyenletrendszernek megoldasa (pl.) a = 2,b= —1,¢ = 6. ( )
A sik egyenlete a normalvektor és az egyik megadott pont alapjan igy 2x —y + 62 = 17. ( )

Teljes megolddshoz meg kéne indokolni, hogy az igy kapott sik valoban tartalmazza mindkét
egyenest, ennek hidnydért azonban ne vonjunk le pontot. Aki helyes indoklast ad és ebben a
feladatban pontot vesztene, az kapjon egy extra pontot. A normalvektort most mér vektorialis
szorzattal is ki lehet szamolni, hiszen szerepelt az el6adéson, természetesen erre is jar a vonatkozo
5 pont ha a felirds és a szamolas helyes — elvi hibaért (pl. a sakktabla szabaly hasznalatanak
elmulasztasa) 4, szamolasi hibaért 1 pontot vonjunk le.

1
4. A V C R’ halmaz azon vektorokbol all, melyeknek az elsé 4 koordinata- 3
ja szamtani sorozatot alkot, az utolsé koordinata pedig az elsé 4 koordinata v= 5
dsszege. Igy példaul a jobbra lathato v vektor V-beli. Altér-e V R5-ben? 176

Xk ok ok

Legyenek z ¢s y tetszGleges V-beli vektorok, A pedig tetszbleges valos szém. (0 pont)
V leirasa alapjan z = (a,a + d,a + 2d,a + 3d,4a + 6d)" és y = (b,b+ ¢, b+ 2¢,b + 3¢, 4b + 6¢)T
valamely a, b, ¢, d szdmokra. (1 pont)



Ekkor z +y = (a+ba+b+d+c,a+b+2d+2c,a+b+3d+ 3c,4a + 4b + 6d + 6¢)T, (1 pont)
ami V-ben van, hiszen a szamtani sorozat elsé elemét (a+b)-nek, a differenciajat pedig (c¢+d)-nek

vélasztva épp ezt a vektort kapjuk. (2 pont)
Az = (Aa, Ma + d), Ma + 2d), M(a + 3d), A(4a + 6d))7, (1 pont)
ami szintén V-ben van, hiszen a szamtani sorozat els§ elemét Aa-nak, a differencidjat pedig
Ad-nek valasztva épp ezt a vektort kapjuk. (2 pont)

Mivel V' akkor és csak akkor alkot alteret, ha nem iires (ha ez kimarad, azért ne vonjunk le
pontot, ha viszont valaki megemliti és ebben a feladatban pontot veszitene, akkor adjunk egyet) és
barmely két V-beli vektor 0sszege is V-beli, tovabba barmely V-beli vektor barmely skalarszorosa
is V-beli, a fentiek szerint V' altér. (3 pont)

Az utols6 3 pont természetesen csak akkor jar a megoldénak, ha tgy teszi a vonatkozd meg-
allapitast, hogy korabban valoban foglalkozott V-beli vektorok Osszegének és skalarszorosidnak
vizsgalataval.

1 1 1
5. Mely p valos szamok esetén teljesiil, hogy a jobbra lathato vek- 1 7 1 7 1
torrendszert R* bazisava lehet kiegésziteni? 1 1 p
1 p p
Xk ox k%
A tanultak szerint a linearisan fiiggetlen vektorrendszerek kiegészithetGk bazissa. (2 pont)

Ha egy rendszer nem linearisan fiiggetlen, akkor viszont nem egészithets ki bazissa, mert barmely
vektort hozzavéve tovabbra sem lesz fliggetlen, a bazisoknak viszont fiiggetleneknek kell lenniiik.
(E megjegyzés hianyaért ne vonjunk le pontot, aki viszont leirja és ebben a feladatban pontot

vesztene, annak adjunk egy extra pontot.) (0 pont)
1 1 1 0
.. T o 1 1 1 0 oz
A fiiggetlenség vizsgélatahoz tekintsiik az « 1T B8 1|t » =1 o egyenlGséget.
1 P P 0
(1 pont)
Innen az
at+B+vy =0
a+pB8+y =0
at+B+yp = 0
a+pp+yp = 0

egyenletrendszert kapjuk. (1 pont
Az els§ egyenletet a harmadikbdl levonva (p — 1)y = 0, igy ha p # 1, akkor v = 0. (1 pont
A harmadik egyenletet a negyedikbdl levonva (p — 1)5 = 0, igy ha p # 1, akkor 8 =0. (1 pont
Mindezek alapjan ha p # 1, akkor 8 és v mellett az els6 egyenlet miatt « is 0 kell legyen, (1 pont
vagyis a kérdéses vektoroknak ekkor csak a trividlis linearis kombinéci6ja adja a nullvektort,

)
)
)
)

tehat ekkor a vektorok linearisan fiiggetlenek. (2 pont)
Ha azonban p = 1, akkor a vektorrendszer nem linearisan fiiggetlen, hiszen (pl.) az
a =1, = —1,v = 0 skalarokkal vett linearis kombinéci6é is a nullvektort adja (de persze
hivatkozhatunk arra is, hogy ugyanaz a vektor egynél tébbszor szerepel a rendszerben). (1 pont)
A rendszer tehat pontosan p # 1 esetén egészithetd ki bazissa. (0 pont)
6*. Adjuk meg az sszes olyan x egész szamot, melyre 26 = (mod 201).

* ok ok ok  k

Legyen z olyan szam, melyre a fenti kongruencia teljesiil. Mivel 2 és 201 relativ primek, a tanultak

szerint 2% és 201 is relativ primek kell legyenek, (1 pont)
amibdl kovetkezik, hogy z és 201 is relativ primek. (1 pont)
Az Euler-Fermat tétel szerint igy z#(°) =1 (mod 201). (2 pont)



Mivel p(201) = (3 — 1)(67 — 1) = 132, /32 =1 (mod 201). (1 pont)
Az 2° =2 (mod201) kongruenciat a 22. hatvanyra emelve 2622 = 2132 = 222 (mod 201).

(2 pont)
222 = 37 (mod 201) (ez kiderithets ismételt négyzetre emelések segitségével (az ad6dé maradé-
kok sorban 2,4,16,55,10) vagy pl. az alapjan, hogy 2! = 2048 38 maradékot ad 201-gyel osztva,

382 = 1444 pedig 37 maradékot ad 201-gyel osztva). (2 pont)
Ezek alapjan tehat 2132 = 37 (mod201), ami ellentmond a korabban latottaknak, igy a fenti
tulajdonsagt x szam nem létezik. (1 pont)

Az Euler-Fermat tétel feliraséaért természetesen csak akkor jar pont, ha az valoban haszonnal jar
a feladat megoldasa szempontjabol, tehéat pl. z-et és nem 25-t vagy 2-t emeljiik a 132. hatvanyra.
Hasonloképpen nem ér pontot ¢(201) meghatarozasa, ha ez a feladat megoldasat nem viszi elére.



Bevezetés a szamitaselméletbe I.
masodik poétzarthelyi — pontozasi atmutato
2023. december 11.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az itmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekintheték.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valéban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitd
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldo egy
feladatra tobb, egyméstol 1ényegesen kiillonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hets, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban le-
irttol eltérs jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az elGadason
szerepld tételekre és éllitdsokra lehet hivatkozni.

1. Létezik-e az alabbi egyenletrendszernek olyan megoldésa, melyre x1 = 3(24)% — 224 + 17
T1 + 3x9 + 223 + 414

2x1 + 720 + 523+ 10y = 6

—x1 — 2x9 — T3 + dxy

|
S

|
J

* ok ok ok 3k

1 3 2 4 2
Az egyenletrendszer kib6vitett egyiitthatomatrixa 2 7 5 1016 . (0 pont)
-1 -2 -1 5 7
Gauss-eliminaciot hasznalunk:

1 3 2 4|2 1 3 2 4|2 1 3 2 4|2

o 1 1 212 — o 1 1 212 — o 1 1 2712 —

0 1 1 919 o 0 0 7|7 0o 0 0 1]1

1 3 2 0] -2 1 0 -1 0| -2

0 1 1 0 0 — 0 1 1 0] 0 . (3 pont)

0o 0 0 1 1 0o 0 O 1 1
A redukalt 1épcsés alak alapjén az egyenletrendszer megoldasai 3 = a € Rz = a — 2,29 =
—o, x4 = 1. (3 pont)
A kapott értékeket az x1 = 3(x4)® — 224 + 1 egyenldségbe helyettesitve a — 2 = 3 — 2 + 1 adédik,

(2 pont)

vagyis az egyenlGség o = 4 mellett teljesiil. (1 pont)

Mivel « barmilyen valds értéket felvehet, igy o = 4 is lehetséges, az egyenletrendszernek tehat



van a feltételnek megfelel§ megoldasa. (1 pont)

2. Hatarozzuk meg a jobbra lathaté méatrix determinénsat a p valos
paraméter fiiggvényében.

=W N
R =
W ot W N
N DN Ot Ot

* ok ok ok

Gauss-eliminaciot fogunk hasznalni, de ezt megel6zGen kicseréljiik a mésodik és a negyedik sort,
ami a determinanst a (—1)-szeresére véltoztatja.

1 1 2 5 1 1 2 5 1 1 2 )
2 p 3 5| |1 13 2| o o 1 =3[
3 4 5 2| 3 4 5 2| 0 1 -1 =13 |
1 1 3 2 2 p 3 5 0 p—2 -1 -5
1 1 2 ) 1 1 2 5 1 1 2 5
o 1 -1 -1 o o1 41 13 | o 1 -1 -13 |
10 0 1 -3 0 O 1 -3 10 0 1 -3 h
0 p—2 -1 -5 0 0 p—3 13p—3l 0 0 0 16p—40
= 16p — 40. (10 pont)

A determinéanst természetesen més tanult modszerrel (pl. kifejtési tétel) is meg lehet hatarozni.
Aki helyesen irja fel a determinanst valamelyik sor vagy oszlop szerint kifejtve, de tovdbb nem
jut, az 2 pontot kapjon. Aki a kifejtést megel6zGen eléri, hogy a kifejtésre hasznalt sorban vagy
oszlopban 1, illetve 2 elem 0 legyen (természetesen a megfelels indoklassal), az 1, illetve 2 pontot
kaphat ezért. Aki a kifejtés soran ad6do 3 x 3-as matrixokat is kifejti, az tovabbi 3 pontot kaphat.
A determinansra vonatkozo, de a targy anyagdban nem szerepls allitdsok (pl. Sarrus-szabaly)
csak a vonatkozoé allitds bizonyitasaval egyiitt hasznalhatok. A Gauss-eliminaciéra hasonlito, de
azt valdjaban nem koveté megoldasok csak akkor lehetnek teljes értékiek, ha az egyes lépések
hatéasairol szo esik. Ezek hianyaért darabonként 1 pontot vonjunk le, mint ahogy szdmolési hibakért
is. Elvi hibéakeért (pl. sorcsere soran a (—1)-gyel szorzas elmulasztésa, a kifejtési tétel soran rossz
el6jel hasznalata, az elGjelezés elmulasztasa) viszont darabonként 4 pont levonéas jar.

3. Legyenek A és B 2 x 2-es méatrixok. C' legyen az a 4 x 4-es méatrix, melynek bal felsé és jobb
fels6 2 x 2-es részmatrixa A, bal als6 és jobb alsé 2 x 2-es részmatrixa B. Legyen tovabba D az
a 4 x 4-es matrix, melynek bal felsé 2 x 2-es részmatrixa A, jobb als6é 2 x 2-es részmétrixa B, a
tobbi 8 eleme pedig 0.

a) Igaz-e, hogy ekkor det C' = det A det B mindig teljesiil?

b) Igaz-e, hogy ekkor det D = det A det B mindig teljesiil?

* ok ok % ok

a) Az &llitas nem igaz. (0 pont)
Legyen pl. A és B is a 2 x 2-es egységmatrix, ekkor C-nek van két azonos sora, igy a determinansa
0, mig A = B determinansa 1, az egyenlGség tehat nem teljestil. (3 pont)

Természetesen rengeteg mésik ellenpélda is adhaté. Hidnyos megoldasra akkor jar részpontszam,
ha a kérdéses determinansokat a megoldé kiszadmitja vagy ha erre nem keriil sor, akkor valamilyen
meggydzs érv szol amellett, hogy az egyenlség tényleg nem fog teljesiilni. Ha az ellenpélda jo, de a
determinénsok kiszdmitasa soran a megoldd szamolasi hibat vét, akkor az ilyenekért darabonként
1 pontot vonjunk le. Rossz ellenpélda esetén a determindnsok kiszdmitasaért nem jar pont.

b) Az allitas igaz. (0 pont)

_(abd (e f _
Legyen A—<Cd),B—<gh),ekkorD— (1 pont)

SO0
oo a o
Q@ o OO
> O O



A determinansa ad — bc, B determinansa eh — fg. (1 pont)
Fejtsiik ki D determinansat az els6 sor szerint:

d0o0 c00
detD=a|0 e f|—b|0c¢e f]. (2 pont)
0gh 0gh
A két 3 x 3-as determindnst az els6 soruk szerint kifejtve:
—ad| el 2
detD—adgh bcgh’— (2 pont)
= (ad — bc) ; {z , amibdl a kivant allitas azonnal adodik. (1 pont)

A determinéns persze mésképp is szamithato, de ez a b) részben tipikusan elég koriilményes. Elvi
hibaért (barmely részben) darabonként 4 pontot vonjunk le.

4. Létezik-e olyan matrix, melynek a jobbra lathaté méatrix az inverze? Ha
igen, adjuk is meg.

Mo oo
w o RO
Ao o
Ut~ o o
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Legyen a feladatban szereplé matrix A, olyan B métrixot keresiink, melyre B! = A. (0 pont)
Ekkor E = BB~! = BAés E = B~'B = AB is teljesiil, tehat B az A inverze kell legyen. (2 pont)
Gauss-eliminécioval:

0O 01 0|1 0 O O 2 3 4 5|0 0 0 1

0O 1 0 0|0 1 0 O N 0O 1 0 0|0 1 0 O N

0O 0 0 110 O 1 O 0O 0 0 110 0 1 O

2 3 4 510 0 0 1 0O 01 01 0 0 O

1 3/2 2 5/2|0 0 0 1/2 1 3/2 2 5/2/0 0 0 1/2

0 1 0 0 0 1 0 0 . 0 1 0 0 0 1 0 0 N

0 0 O 1 0 0 1 0 0 O 1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0 0 O 0 1 0 0 1 0

1 3/2 2 0|0 0 —5/2 1/2 1 3/2 0 0]-2 0 -5/2 1/2

0 1 0 00 1 0 0 N 0 1 0O o0 0 1 0 0 -

0 0 1 0|1 O 0 0 0 0 1 0| 1 O 0 0

0 0O 0 1,10 0 1 0 0 0 0O 1] 0 O 1 0

1 0 0 0]-2 -3/2 -5/2 1/2

0 1 0 0] O 1 0 0

00 1 01 0 0 0 (4 pont)

0O 0 0 1|0 0 1 0
Mivel a bal oldalon megkaptuk az egységmatrixot, A-nak létezik inverze (3 pont)
és az a jobb oldalon megjelend méatrix, igy ez lesz a keresett B. (1 pont)

Az inverz létezésének megmutatasiért jaré pontok természetesen mashogy is megszerezhetsk, pl.:
a ,(pontosan) akkor létezik az inverz, ha A determindnsa nem 0” allitds 1 pontot ér, A determi-
nansanak kiszamitasa pedig tovabbi 2-t. Aki a kapott inverzrdl ellenérzi, hogy azzal balrdl, illetve
jobbrol beszorozva A-t egységmaétrixot kapunk, ezért 1-1 pluszpontot kapjon, feltéve, hogy ezzel
nem lépi tul a 10-et (a pontok akkor jarnak, ha a szorzas helyes — nem sziikséges, hogy j6 matrixot
szorozzon A-val a megoldo).

5. Egy 5 x 5-0s A matrix els§ négy sora linearisan fiiggetlen, az els6 négy oszlopa pedig linearisan
Osszefiiggs. Hatarozzuk meg A rangjanak Osszes lehetséges értékét.
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Mivel A-nak van négy fiiggetlen sora, a rangja legalabb 4 (a sorrang definicidja szerint). (3 pont)

A els6 négy oszlopa Osszefiiggs, igy A Osszes oszlopa is Osszefiliggos. (2 pont)
Valéban: ha A oszlopai fiiggetlenek lennének, akkor (az eladéson tanultak szerint) az oszlopok
barmely részhalmaza, igy az elsé négy oszlop is fiiggetlen lenne. (2 pont)
Mivel A oszlopai Osszefiiggk, az oszloprang definiciéja miatt A rangja kisebb, mint 5, tehat
legfeljebb 4 lehet, (3 pont)
a rang tehat pontosan 4. (0 pont)

Szigortian véve még meg kéne indokolni, hogy a rang lehet is 4 (kénnyt ra példat adni), de mivel
a feladat szovegébdl kovetkeztethetiink arra, hogy létezik ilyen matrix és annak rangja csak 4
lehet, ennek hidnyaért ne vonjunk le pontot. Ha viszont valaki kitér erre és jo példat ad meg,
akkor kaphat egy extra pontot (persze csak akkor, ha egyébként nem lenne maximum pontos a
megoldasa).

6%. Az 5 x 5-6s A matrixrol annyit tudunk, hogy a rangja 3.

a) Mutassuk meg, hogy A-nak barmely elemét barhogy megvaltoztatva a kapott métrix rangja
legfeljebb 4 lesz.

b) Mutassuk meg, hogy A-nak létezik olyan eleme, melyet alkalmasan megvaltoztatva a kapott
métrix rangja 4 lesz.

* ok ok ok k

a) Ha az 4j matrix rangja 5 lenne, akkor az oszlopai fiiggetlen rendszert alkotnanak (az oszloprang

definicidja szerint). (1 pont)
Ebben az esetben azonban az eredeti métrixnak a cserében nem érintett négy oszlopa is fiiggetlen
lenne, (1 pont)
hiszen ezek egy fiiggetlen rendszer részhalmazat alkotjak. (1 pont)

b) Legyen B az A olyan 3 x 3-as részmatrixa, melynek determinansa nem 0. Ilyen részmatrix a
determinansrang definicioja miatt létezik. (1 pont)
Legyen ¢ egy olyan sor, j pedig egy olyan oszlop sorszdma, melyek nem szerepelnek B-ben és
legyen C' az a részmatrixa A-nak, mely B sorain és oszlopain kiviil az i. sort és a j. oszlopot is

tartalmazza. C' determindnsa a determindnsrang definiciéja miatt O kell legyen. (1 pont)
Azt allitjuk, hogy A-ban az i. sor j. elemét tetszlegesen megvaltoztatva 4 rangi matrixot kapunk.
(1 pont)

Ennek igazolasara hajtsuk végre a valtoztatast C-ben is és nevezziik a kapott méatrixot C’-nek. C’
determindnsat az (A-ban) i. sor szerint kifejtve C' determinansatol kiilonbozs értéket kapunk,

(1 pont)
mert az egyetlen valtozds C-nek az (A-ban) . sor szerinti kifejtéséhez képest az i. sor j. elemének és
a hozza tartozo elGjeles aldeterminansnak a szorzatdban mutatkozik. Mivel a széban forgd elGjeles
aldeterminéans vagy det B # 0 vagy ennek a (—1)-szerese (ami szintén nem 0) és az 4. sor j. elemét
megvaltoztattuk, ezért det C' # det C = 0. (2 pont)
Mivel a valtoztatas utani matrixnak van 4 x4-es nem 0 determinanst részmatrixa, a rangja legalabb
4. (1 pont)
Az a) részfeladatban belattuk, hogy a rang ennél tobb nem lehet, ezért pontosan 4 kell legyen.

(0 pont)

Az utolsé részpont azért 0, hogy aki a vonatkozé megallapitasrol elfeledkezik, az ne veszitsen
pontot. Aki azonban leirja (és vagy itt, vagy az el6z6 részfeladatban be is latja) a megallapitést,
annak adjunk 1 extra pontot, ha ezzel nem 1épi til a pontszam a 10-et.



