Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2017. oktober 19.

1. Mennyi maradékot ad 176-tal osztva 7995017

2. Egy n egész szam 115-sz6rose 110-zel nagyobb maradékot ad 344-gyel osztva,

mint maga az n szam. Milyen maradékot adhat n 344-gyel osztva?

3. Tartalmazza-e az R(1;3;4) pontot az a sik, amelyet a P(1;7;—1) és a
Q(11;9; —5) pontokat 0sszekot6 egyenes a P-ben merdlegesen dof?

4. Tegyiik fel, hogy az (R™-beli) v;,v,,...,v;, vektorok linearisan sszefiiggdk,
de koziiliikk barmely 9-et kivalasztva linearisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk.
Mutassuk meg, hogy a v;,v,, ..., v;, vektorok barmely 0-t ad6 linearis kombiné-
cibjaban vagy mindegyik egyiitthato 0 vagy egyik egyiitthato sem 0. (Azaz: mu-
tassuk meg, hogy A\j-v;+Xo-vy+. ..+ Ajg-v)g =0esetén \y = o= ... =X p=0
vagy A1 - Ag- ... Ao # 0O teljesiil.)

5. Hatarozzuk meg az alabbi, R3-beli vektorok generélt alterét. Amennyiben ez

az altér egyenes vagy sik, adjuk meg az egyenletét vagy egyenletrendszerét.

4 5 13
a=|3]1,0=12|,c=11
0 1 5

6*. Létezik-e paros Carmichael-szam?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun
szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin atlago-
san legalabb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legalabb 18 pont elérése. A 100%-o0s
eredményhez elegendd 50 pontot elérni a 60-bol, az Gsszpontszam 50 pont feletti részét TMSc
pontként konyveljik el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
2. zarthelyi
2017. november 30.

1. Tudjuk, hogy az a,b, c,d vektorok bazist alkotnak R*-ben. Haté-
rozzuk meg az a + b,c + d,a + ¢, b + d vektorok altal generalt altér
dimenzidjat.

2. Dontstik el, hogy a p valés paraméter mely értékeire van megolda-
sa az aldbbi egyenletrendszernek. Ha van megoldés, adjuk is meg az

osszeset.
$1—|—3$2+5Z’3 =7
2x1 + 929 + 1623 = 17
T1+p-xo+p-x3 = O

3. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét a de- 00215
termindns definici6ja szerint. (A megoldasban te- 30598
hat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vo- 00600
natkozo tételt vagy azonossigot, pusztan a defini- 537 4 2
cidra alapozva hatarozzuk meg az értékét.) 00201

4. a) Hatarozzuk meg azon p valds értékeket, melyekre az alabbi mat-
rixnak van inverze.
b) p = 3 esetén adjuk meg az inverz matrix bal felsé elemét.
2 40
3 6 p
6 13 1
5. Hatarozzuk meg az alabbi matrix rangjat minden z,y € R értékre.
zx 11
0101
1 1Tyy
6%*. Egy 5 x 5-6s A matrixnak pontosan hat olyan 3 x 3-as részmatrixa

van, ami invertalhat6. Mutassuk meg, hogy A nem invertalhaté.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod,
Neptun szerinti gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidd 90 perc. A 100%-o0s eredményhez elegendd
50 pontot elérni a 60-bodl, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként
konyveljik el.

A feladatok megoldédsat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirdsa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — az FaluS O zérthelyi potlasara

2017. december 11.

1. Adjuk meg az Osszes olyan négyjegyd pozitiv egész szamot, amelyre teljesiil, hogy

b1-gyel osztva 3 maradékot ad, tovibbé a szam 17-szeresének utolsé két szamjegye 15.
2. Milyen maradékot ad 108-cal osztva 7337 4 37732

3. Az eladason tanult megfelels algoritmus alkalmazasaval hatarozzuk meg 5%°-nek a
155-tel vett osztasi maradékat.

4. Van-e az A(—1;-2;1), B(3;1;3) és C(7;6;3) pontokat tartalmazd siknak olyan
pontja, amely az y-tengelyre esik? Ha igen, melyik?

5. Legyen R*-ben

0 0 1
0 1] . 2
u= | |su=|, s w=|,
2 5 11

Hatarozzuk meg az (u,v,w) generalt alteret. (A generalt altér meghatarozasa alatt
azt értjiik, hogy készitiink egy olyan ,gyorstesztet”, amellyel egy tetszéleges R*-beli
vektorrol egyszerien megmondhato, hogy a generélt altérhez tartozik-e.)

6. Tegyiik fel, hogy a vy, v,, ..., v, w € R™ vektorokra teljesiil, hogy a vy, v, . .., V19
rendszer linearisan fliggetlen, a v, v, ..., v;, w rendszer viszont linearisan Osszefiiggd
és w # 0. Mutassuk meg, hogy létezik olyan 1 < ¢ < 10 és olyan « # 0 skaléar, hogy a

V1, Voo, Vi1, 0 + 00 W, 0,04, ...,V Tendszer linedrisan Osszefiiggo.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a koévetkezé adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. Az alairds feltétele: a két zarthelyin atlagosan
legalabb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legalabb 18 pont elérése. A 100%-os eredményhez
elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, az Gsszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik
el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirésa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MM ASODIK zarthelyi potlasira

2017. december 11.

1. Legyen V azon altere R*-nek, melyet azok a vektorok alkotnak,
melyek x1, x9, x3, x4 koordinatéira teljesiil, hogy z4 = x1 4+ 229 — 3x3.
Adjunk meg V-ben egy olyan bazist, mely tartalmazza a jobbra lathato
v vektort.

2. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determinéans értékét minden p valos
szam esetén.

W =

14

I
N = 0w —
O = =

OO =3
= = 00

3. Dontsiik el, hogy a p valos paraméter mely értékeire van megoldésa az alabbi egyen-
letrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.

331—|—3x2+6x3—|—2:(:4 = 9
1+ 5x9 + 8x3 + 4uy
2r1 + 629+ (p+12) 23+ (p+5) x4 = 10

I
J

4. Legyen A a jobbra lathato méatrix. Adjunk meg egy olyan B A — ( 247 >

matrixot, melyre AB a 2 X 2-es egységmatrix. 3710
3612 9

5. Hatarozzuk meg a jobbra lathaté matrix rangjat minden 2 4 x 3r

x € R értékre. 15 6 9

6*. Egy 10 egyenletbsl allo, 10 ismeretlenes linearis egyenletrendszer a kibovitett
egyiitthatométrixaval van megadva. Tudjuk, hogy az egyenletrendszernek végtelen sok
megoldésa van.

a) [gaz-e, hogy minden esetben elérhetd a kibdvitett egyiitthatomatrix egy elemének
megvaltoztatasaval, hogy az egyenletrendszernek egyértelmi megoldésa legyen?

b) Igaz-e, hogy minden esetben elérhet a kibsvitett egyiitthatomatrix egy elemének
megvaltoztatasaval, hogy az egyenletrendszernek ne legyen megoldésa?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-koéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin atlagosan
legalabb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legalabb 18 pont elérése. A 100%-o0s eredményhez
elegendd 50 pontot elérni a 60-bodl, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljiik
el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirésa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

(44
Zérthelyi feladatok — az JuLuS O zarthelyi potlasara

2017. december 18.

1. Hany olyan x egész szam létezik 1 és 2017 kozott, amelyre teljesiil, hogy 92x — 1
x-szel azonos maradékot ad 399-cel osztva?

2. Legyen p egy 3-tél kilonbozo, pozitiv primszam, a pedig egy olyan egész szam,
amely sem 3-mal, sem p-vel nem oszthatd. Mutassuk meg, hogy ekkor

a”? %=1 (mod9p).

3. Legyen n = 123456. Az el6adason tanult megfelel6 algoritmus alkalmazasaval
hatarozzuk meg 12n 4 6 és 9n + 4 legnagyobb kozos osztdjat.

4. Legyen R3-ben
0

1 0
a=12|,b=]1|¢é ¢c=10
4 2 1

a) Generdtorrendszert alkotnak-e R3-ben az a, b, ¢ vektorok?

b) Generatorrendszert alkotnak-e R3-ben az a, 3a + b, 6a + 2b + ¢ vektorok?

5. Lineérisan fiiggetlenek-e az alabbi, R*-beli vektorok?

4 2 3
Yy — 3 Yy 0 W — 5
= 8 y X T 4 y X T 6
1 0 2
6*. Hatarozzuk meg a térben az %3 = yTH = z egyenletrendszerii e és az § = %,

z = T egyenletrendszerl f egyenesek normaltranszverzalisinak az egyenletrendszerét
— vagyis azét az n egyenesét, amely e-t és f-et is merdlegesen metszi.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. Az aldiras feltétele: a két zarthelyin atlagosan
legalabb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legaldbb 18 pont elérése. A 100%-o0s eredményhez
elegend6 50 pontot elérni a 60-bdl, az 6sszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljik
el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamoldgép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zérthelyi feladatok — a MM A SODIK zarthelyi potlasara

2017. december 18.

1. Az R* egy V alterérél annyit tudunk, hogy tartal- 1 ! 0 0
mazza a jobbra lathaté vektorok mindegyikét. Meg 0 : 0 : 1 : 1
lehet-e hatdrozni ez alapjan V' dimenzi¢jat? (Véla- 1 0 0 1
szunkat természetesen indokoljuk is.) 0 ! ! 0

p2pp 3p
2. Szémitsuk ki a jobbra lathaté determinans értékét minden p |5 9 3 O
valés szam esetén. 1271

3 7 8 4

3. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter mely értékeire van megoldésa az alabbi
egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az 0sszeset.

pr1+2pr2 +prs = 3p
3x1 + 99 + 323 = 6
T, + 2:132 + 7£L’3 = 1

3$1 + 7332 + (p + 15)%3 = 4

4. Legyen A a jobbra lathaté matrix. Létezik-e olyan B matrix, A — ( 246
melyre BA a 3 X 3-as egységmatrix”? 3 710
369
5. Hatarozzuk meg a jobbra lathaté matrix rangjat minden x € R 24z
értékre. 25z
206

6%*. Nevezziink egy 4 x 4-es matrixot szépen kiegészithetének, ha ki tudjuk egésziteni
(egy-egy plusz sorral és oszloppal) 5 x 5-6s invertdlhaté matrixsza. Dontsiik el az
alabbi allitasokrél, hogy igazak-e.

a) Ha egy 4 x 4-es matrix szépen kiegészithetd, akkor a rangja legalabb 3.

b) Ha egy 4 x 4-es matrix rangja legalabb 3, akkor a matrix szépen kiegészithetd.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezeto neve.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. Az alairas feltétele: a két zarthelyin atlagosan
legalabb 24 pont és mindkét zarthelyin kiilon-kiilon legaldbb 18 pont elérése. A 100%-o0s eredményhez
elegendd 50 pontot elérni a 60-bdl, az Osszpontszam 50 pont feletti részét IMSc pontként konyveljik
el.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirdsa
kézben szamoldgép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznédlhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi dtmutato
2017. oktober 19.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az dtmutatonak nem célja a feladatok teljes értékid megoldasanak részletes leirdsa; a
leirt lépések egy maximélis pontszamot ér§ megoldas vazlatdnak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez
jut). Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Ha egy megoldo egy feladatra
tObb, egymastol lényegesen kiilonb6z6 megoldést is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhato pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithetd, akkor a legtobb
részpontot éré megoldéskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes
és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdemeényt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Gtmutatoban szereplS részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatéban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximélis pontot ér.

1. Mennyi maradékot ad 176-tal osztva 799%°!?
Xk ok x %

176 primtényezds felbontasa: 176 = 24 - 11. (1 pont)
Ezért a tanult képlet szerint p(176) = (24 — 23)(11 — 1) = 80. (2 pont)
Mivel (799,176) = 1 (hiszen 799 sem 2-vel, sem 11-gyel nem oszthato), (1 pont)
ezért az Euler-Fermat tételbsl 799%° =1 (mod 176) kovetkezik. (2 pont)
Mindkét oldalt a 10-edik hatvanyra emelve: 79950 = 11 =1 (mod 176). (2 pont)
Mindkét oldalt 799-cel szorozva: 79981 = 799 = 95 (mod 176). (2 pont)
Igy 799801 95 maradékot ad 176-tal osztva.

Ha valaki az utolso lépésben 799-nek a 176-os maradékat mar nem szamitja ki (és ezért 799-et ad
végeredménynek), az ezért 1 pontot veszitsen. A feladat elvileg megoldhat6 az ismételt négyzetre eme-
lesek modszerével is, de az (szamologép nélkiil) sokkal kellemetlenebb és hosszabb megoldasra vezet;
ha egy hallgato ilyen megoldéssal probélkozik (és az ahhoz sziikséges szamitasokat legalabb elkezdi),
akkor legfoljebb 2 pontot kaphat annak felismeréséért, hogy ez az algoritmus elvileg alkalmas a kérdés
megvalaszolasara. Tovabbi 8 pontot kaphat a helyes szamitasokért: a 799%" hatvanyok 176-os maradékai
ak=0,...,9 értékekre (ezek sorra : 95, 49, 113, 97, 81, 49, 113, 97, 81, 49) darabonként fél-fél pontot
érjenek, a 801 felirdsa 2-es szamrendszerben (801 = 2° + 25 + 28 + 29) 1 pontot, majd a 799!, 79933,
79929 799801 hatvanyok maradékai (ezek sorra: 95, 79, 63, 95) ismét darabonkeént fél-fél pontot érjenek.

2. Egy n egész szam 115-szorose 110-zel nagyobb maradékot ad 344-gyel osztva, mint maga az n szam.
Milyen maradékot adhat n 344-gyel osztva?



Els6 megoldas. A feladat szévege szerint 115n =n + 110  (mod 344). Mindkét oldalbol n-et levonva

a 114n =110 (mod 344) linearis kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mindkét oldalt 2-vel osztva: 57n = 55 (mod 172), ahol a modulust (2,344) = 2 miatt kellett 2-vel
elosztani. (1 pont)
Mindkeét oldalt 3-mal szorozva: 171n = 165 (mod 172), vagyis —n = —7 (mod 172). (2 pont)
Mindkét oldalt (—1)-vel szorozva: n =7 (mod 172). (1 pont)

Minden megtett 1épés ekvivalens 1épés volt — beleértve a 3-mal valo szorzast is, (3,172) = 1 miatt. Ezért
azn =7 (mod172) feltételt kielégits n-ek valoban megoldéasai a linearis kongruencianak. (3 pont)
Ebb6ln =7 (mod344) vagy n =7+ 172 =179 (mod 344), vagyis az n egész 7 vagy 179 maradékot
adhat 344-gyel osztva. (2 pont)
A lépések ekvivalencidja helyett hivatkozhatunk arra is, hogy (114,344) = 2 miatt két megoldas kell
legyen modulo 344, vagy akar ellenérizhetjiik is a kapott eredményeket. (Viszont a harom érv koziil
valamelyikre sziikség van annak annak kizardsdhoz, hogy a kapott eredmények kozdtt hamis gyok
lehessen.) Ha egy megoldé csak azt ellendrzi, hogy (114,344) = 2|110, igy a linearis kongruencianak
két megoldasa van modulo 344, de ezeket kiszamolni nem tudja, az (az atrendezéssel egyiitt) Gsszesen
3 pontot kapjon. Szamolasi hibakért 1-1 pont vonando le, de a maradék pontszam csak akkor jar,
ha a hiba miatt a feladat nem lett lényegesen konnyebb. Ha valaki a szdveget félreértelmezi és a
115n + 110 =n  (mod 344) feladatot oldja meg, az ezért 1 pontot veszitsen.

Masodik megoldas. A feladat szovege szerint 115n = n + 110 (mod 344). Mindkét oldalbol n-et
levonva a 114n = 110 (mod 344) linearis kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Ezt az el6adéason tanult (euklideszi) algoritmussal oldjuk meg.

Ehhez elgszor 114 és 344 legnagyobb kozos osztojat kell meghatarozni; mivel (114, 344) = 2}110, ezért
lesz megoldéas (mégpedig 2 darab modulo 344) és az algoritmust 2-vel valo osztassal kell kezdeniink
hogy az n egyiitthatoja és a modulus relativ primek legyenek. (2 pont)
2-vel osztva: 57n =55 (mod 172), ahol a modulust (2,344) = 2 miatt kellett 2-vel elosztani. (2 pont)
Most a 172n = 0 (mod 172) kongruenciaboél ki kell vonnunk a 57n = 55 (mod 172) kongruencia

3-szorosat: n = —165 =7 (mod 172). Ezzel az algoritmus futdsa méaris véget ért. (3 pont)
Ebb6ln =7 (mod344) vagy n =7+ 172 =179 (mod 344), vagyis az n egész 7 vagy 179 maradékot
adhat 344-gyel osztva. (2 pont)

Ha egy megold6 (114,344) meghatarozasa és 2-vel osztas helyett rogton a 114n = 110 (mod 344)
linearis kongruenciara kezdi futtatni az algoritmust és igy (annak a 3-szorosat a 344n =0 (mod 344)
kongruenciabol kivonva) egy lépésben a 2n = 14 (mod 344) kongruencidhoz jut, majd ebbdl 2-vel
osztas utan jut a végeredményhez, akkor a teljes értéki megoldashoz indokolnia kell, hogy a kapott
eredmények tényleg helyesek. (Ugyanis az a megoldo, aki igy jar el, nem az el6adason tanult modszert
koveti, ezért nem is hagyatkozhat annak az eladason bizonyitott helyességére.) Ez az indoklas torténhet
az eredmények ellendrzésével vagy arra hivatkozva, hogy (114,344) = 2 miatt két megoldasnak kell
lennie modulo 344, ezért a kapott eredmények kozott nem lehet hamis gyck. Ha egy megoldd ezt az
indoklast elmulasztja, ezért 3 pontot veszitsen.

3. Tartalmazza-e az R(1; 3;4) pontot az a sik, amelyet a P(1;7; —1) és a Q(11;9; —5) pontokat 6sszekots
egyenes a P-ben mer6legesen dof?

* ok ok ok X

A keresett sikra mercleges a P-t és ()-t 0sszekot6 egyenes, ezért ]@ normalvektora a siknak. (3 pont)
@ =q—p=(11;9;=5) — (1;7;—1) = (10;2; —4), ahol p és ¢ a megfelels pontokba mutato helyvek-
torokat jeldli. - (2 pont)
J@ helyett hasznalhatjuk annak a felét, az n = (5; 1; —2) vektort is normélvektornak.

A sikra illeszkedS P pont és n ismeretében mar felirhato a sik egyenlete:
br+y—22=5-14+1-7T4+(-2)-(—1) = 14. (3 pont)
Behelyettesitve az R pont koordinatait az egyenlet nem teljesiil, igy a sik nem tartalmazza R-et.(2 pont)



4. Tegyiik fel, hogy az (R"-beli) vy, vy, ..., v, vektorok linearisan Gsszefiiggsk, de koziiliik barmely 9-et

kivalasztva linearisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk. Mutassuk meg, hogy a v,,v,, ..., v, vektorok
barmely 0-t ad6 linearis kombinaciojaban vagy mindegyik egyiitthato 0 vagy egyik egyiitthatd sem 0.
(Azaz: mutassuk meg, hogy A\; - vy + Ao - w9+ ...+ Ao vy = 0 esetén A\ = Ay = ... = Ajg = 0 vagy

)\1 : /\2 L /\10 7A 0 teljesul)
x kX X ok

Tegyiik fel indirekt, hogy a feladat allitdsa hamis: léteznek a A1, Ao, ..., Ao egyiitthatok gy, hogy ezek
nem mindegyike 0, de van koztiik 0 és Ay -v; + Ao vy + ... + Aig - 039 = 0. (2 pont)
Mivel a v,-k (és ezekkel egyiitt a \;-k) szamozasa érdektelen, feltehetjiik, hogy példaul A\jo = 0. Ekkor a
AU+ A2 v+ g vy = 0 Gsszefiiggést kapjuk, ahol a A\j, Ag, ..., Ag egyiitthatok nem mindegyike

0 (hiszen A1, Ag, ..., Ajp kozott volt 0-t61 kiilonbozd). (2 pont)
Ebbdl a tanultak szerint kovetkezik, hogy a vy, v,, ..., vy vektorok linearisan Gsszefiiggsk. (4 pont)
Ez pedig ellentmond a feladat allitasanak (miszerint vy, vy, ..., vy, koziil barmelyik 9 linearisan fiigget-
len), amivel tehat az allitast belattuk. (2 pont)

5. Hatarozzuk meg az alabbi, R3-beli vektorok generalt alterét. Amennyiben ez az altér egyenes vagy
sik, adjuk meg az egyenletét vagy egyenletrendszerét.

(32 ()< ()

* ok ok ok ok

Elsé megoldas. Mivel a és b nem parhuzamosak (mert nem skalarszorosai egyméasnak), (1 pont)
ezért az (a,b) generalt altér (vagyis az a-bol és b-bdl linearis kombinacioval kifejezhets vektorok
halmaza) az a és b (origoba tolt, vagyis helyvektor példanyai) altal kifeszitett, origon atmend S sik
vektoraibol all. (1 pont)
S-nek normalvektora barmilyen n # 0 vektor, ami a-ra és b-re is merdleges.

Ebbél tehat S egyenlete: 3z — 4y — 72 = 0.
A ¢ koordinatai kielégitik ezt az egyenletet, igy ¢ (origoba tolt példanya) is S-ben fekszik (hiszen a

C'(13;1;5) pont S-en van és ¢ az origobbol C-be mutat). (1 pont)
Ezért az (a, b, ¢) generalt altér is csak az S vektoraibol 4ll (hiszen S-beli vektorok linearis kombinécioja
is S-beli kell legyen). (2 pont)

x
Igy tehat <Q,l_),g>:{(y> :3x—4y—7z:0}.
2

A fenti megoldasban az utols6 3 pontnak megfelels rész helyett az alabbi is jo:

Mivel ¢ = —3a + 5b, (1 pont)
ezért minden a-bol, b-bsl és ¢-bdl linearis kombinécidval kifejezhets vektor méar a-bol és b-bdl is
kifejezhetd; vagyis (a, b, c) = (a,b). (2 pont)

x
Masodik megoldas. A v = (y > vektor pontosan akkor van az (a,b,c) generalt altérben, ha v
z
kifejezhets a-bol, b-bél és c-bdl linearis kombinacioval; vagyis ha léteznek olyan «, 3, egyiitthatok,
hogy a-a+f-b+v-c=wv. (1 pont)
Behelyettesitve a, b, ¢ konkrét értékét és elvégezve a miiveleteket a kovetkez§ lineéris egyenletrendszerre
jutunk:



da+58+13y = =
Ja+28+y =y (2 pont)

B+5y = 2
Az utols6 egyenletbdl § = z — 5y. Ezt az els6 két egyenletbe helyettesitve: 4o — 12y = x — 5z,
3o — 9y =y — 2z. Vagyis atrendezés utan: o — 3y = £2% illetve a — 3y = y%k (1 pont)
Ebbdl méar latszik, hogy az egyenletrendszer akkor és csak akkor megoldhato6, ha ﬁﬁ = % Valoban:
ez a feltétel egyrészt nyilvan sziikséges a megoldhatosaghoz (az utobbi két egyenlet miatt). (1 pont)

Masrészt elégséges is: ha "’3_45"“' és yzfz koz0s értékét t jeloli, akkor példaul o =t, 5 = 2z, v = 0 nyilvan

megoldéasa az egyenletrendszernek. (2 pont)
x

A kapott feltételt atrendezve: 3x — 4y — 7z = 0. Igy (a,b,c) = { ( Yy ) :3r — 4y — Tz = O}. (1 pont)
z

Ez pedig a tanultak szerint egy sik egyenlete (mégpedig az origon atmend, n = (3; —4; —7) norméalvek-

tort siké). (2 pont)

A teljes értékld megoldashoz nem sziikséges megadni a sik normalvektorat, sem azt, hogy az origon
megy at. Ha valaki az els6 megoldas utan irtak szerint elészor belatja, hogy (a,b,c) = (a,b) és ezutan
a fentihez hasonlé modon az (a,b) generalt alteret hatatozza meg, akkor (a,b,c) = (a,b) megmu-
tatasaért 2 pontot kapjon, viszont az (ebben az esetben csak két valtozos) linearis egyenletrendszer
megoldhatosaganak feltétele a fentiek szerinti 4(= 1+ 1 + 2) pont helyett csak 2 pontot érjen.

6*. Létezik-e paros Carmichael-szam?
X * % X *

Legyen n > 2 tetszéleges paros egész. Megmutatjuk, hogy n nem Carmichael-szdm — vagyis a kérdésre a
valasz nemleges. (Az n = 2 esettel nem kell foglalkoznunk, mert a Carmichael-szamok definicio szerint
nem lehetnek primek.)

Ehhez a Carmichael-szam definicioja szerint be kell 1atnunk, hogy létezik olyan a egész, amelyre az
1<a<n-—1,(a,n)=1¢ésa"'#1 (modn) feltételek teljesiilnek (vagyis a aruldja n-nek).(4 pont)
Allitjuk, hogy az a = n — 1 véalasztas megfelel ezeknek a feltételeknek.

Valoban, egyrészt (a,n) = (n—1,n) = 1, mert ha egy d egészre d|n és d|n — 1, akkor djn — (n—1) =1

is fennall, igy n és n — 1 kozos osztoi csak a £1. (2 pont)
Masrészt a = n—1 = —1 (modn) miatt a" ! = (—=1)"' = -1 # 1 (modn), ahol (—1)""! = —1
azért igaz, mert n — 1 paratlan (4 pont)

(és —1#1 (modn) pedig azért, mert n > 2).
Igy a =n — 1 valoban aruloja n-nek, amivel az allitast belattuk.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2017. november 30.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az dtmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatoénak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximaélis pontszamot éré megoldés vazlatdnak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az Gtmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldo egy feladatra
tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pont-
szam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a
legtdbb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van
helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megolddé melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a
pontszam 0).

Az Gtmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltér6 jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

1. Tudjuk, hogy az a, b, ¢, d vektorok bazist alkotnak R*-ben. Hat4drozzuk meg az a+b,c+d,a+c,b+d
vektorok altal generdlt altér dimenzi6jat.

* ok ok ok Xk

Belatjuk, hogy az a+b, c+d, a+ ¢ vektorrendszer a szoban forgé altér (nevezziik V-nek) bazisa, amib6l
kovetkezik, hogy V' dimenzidja 3, hiszen van 3 elemii béazisa. (2 pont)
Elgszor belatjuk, hogy az a + b, ¢+ d, a + ¢ vektorok fiiggetlenek. Irjuk fel a a + b, ¢+ d, a + ¢ vektorok
egy linearis kombinéciojat az a, 3,y egyiitthatokkal és vizsgaljuk meg, hogy ez mikor lehet 0. (1 pont)
Az

ala+b)+Bc+d)+v(a+c)=0

egyenldségben a zarojeleket felbontva, majd atrendezve

(@+7)a+ab+ (B+7y)c+pd=0

adodik. (1 pont)
Mivel az a, b, ¢, d vektorok linearisan fiiggetlenek (hiszen bézist alkotnak R*-ben), ez csak akkor lehet-
séges, haa+~v=0,a=0,5+~v=0,8=0. (2 pont)

Ebbdl persze v = 0 is adodik, igy a kérdéses vektorok egy linearis kombinaci6ja csak akkor lehet a
nullvektor, ha mindharom egyiitthato 0, igy az el6adéson tanult tétel szerint a vektorok fliggetlenek.

(1 pont)
Most belatjuk, hogy a + b,c + d,a + ¢ generalja V-t. Ehhez elég belatni, hogy a + b,c + d,a + ¢ egy
alkalmas linearis kombinécioja elGallitja a b 4 d vektort, hiszen ekkor minden olyan vektor is el6all a
linearis kombinaciojukként, ami V-ben van. (2 pont)
Mivel b+ d = (a+b) + (c+d) — (a + ¢), a bizonyitast befejeztiik. (1 pont)



2. Dontstik el, hogy a p valos paraméter mely értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.
T+ 3:152 + 5I3 =7
21’1 + 9[172 + 161’3 = 17
Ty +p-x2+prr3 = 5
* * * * *

GGauss-eliminaciéval az egyenletrendszert az

1 3 5 7
0 1 2 1
0 0 1—-p|1—p

alakra hozzuk. (2 pont)
Ha p # 1, akkor a harmadik sort (1 — p)-vel osztva folytatjuk az eliminéciot, (1 pont)
melynek végén az

1 0 0|5

0 1 0] -1

0 0 1]1
redukalt 1épcsds alakhoz jutunk. (1 pont)
Innen a megoldas x1 = 5,29 = —1,23 = 1. (1 pont)
Ha p = 1, akkor a harmadik sor csupa 0 sor, igy toroljiik, (1 pont)
majd az eliminaciot folytatva az

1 0 —-1/4

0 1 2 1
redukalt 1épcsds alakhoz jutunk. (1 pont)
Innen a megoldas 23 =a € R,y =4+ a,x5 = 1 — 2a. (3 pont)

Szamolasi hibakért darabonként 1 pontot vonjunk le, elirdsokért (ha nem lett konnyebb téliik a feladat)
nem musza]j pontot levonni.

3. Szamitsuk ki az alabbi determinéns értékét a determinans definicioja szerint.
(A megoldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozo té-
telt vagy azonossagot, pusztan a definiciora alapozva hatérozzuk meg az értékét.)

S OO W o
S W O OO
N~ O Ot N
O = O O
— N O 00 Ot

I S R S

«,e .

egyetlen nemnulla szorzat szerepel. (1 pont)
Ha ugyanis nemnulla szorzatot szeretnénk kivilasztani, akkor a harmadik sorbol csak a 6-ot vilaszt-
hatjuk, igy az 6t6dik sorbol a 2-t méar nem, csak az 1-et valaszthatjuk (mert a harmadik oszlopbol
mar vettiink elemet). Hasonloan folytatva, az els6 sorbol csak az 1-et, ezért a méasodikbol csak a 3-at,
végiil a negyedikbdl csak a 3-at valaszthatjuk, igy csakugyan egyetlen nemnulla szorzatot kapunk, a

6-1-1-3-3-at. (3 pont)
Ehhez az egyetlen nemnulla szorzathoz tartozé permutacio a 4,1,3,2,5 (hiszen az els6 sorbol a negyedik
elemet vettiik, a masodikbol az els6t, sth). (2 pont)
Ennek a permutacionak az inverzioszama 4 (hiszen 4 inverzioban allo par van: (4, 1), (4,3), (4,2),
(3,2)). (2 pont)
Mivel az inverzioszam paros, ezért a szorzathoz tartozo elGjel: +, (1 pont)
a determinéans értéke tehat 54. (1 pont)

4. a) Hatarozzuk meg azon p valos értékeket, melyekre az alabbi matrixnak van inverze.
b) p = 3 esetén adjuk meg az inverz méatrix bal fels§ elemét.



2 4 0
3 6 p
6 13 1

a) Gauss-eliminacioval, kifejtési tétellel vagy akar a definicio alapjan gyorsan kiderithetd, hogy a matrix
determinansa —2p, erre 2 pontot adjunk, ha minden helyes. Ismert, hogy inverz akkor és csak akkor
létezik, ha a determinéns nem 0, igy az a) feladatra a valasz az, hogy pontosan p # 0 esetén létezik az
inverz, erre 1 pontot adjunk.

b) Gauss-eliminécioval a

2 4 071 0 O
3 6 3(0 1 0
6 13 1]0 0 1

kibévitett egyiitthatomatrixot az

1 2 0/ 3 00
0 1 1| -3 0 1
00 1|—-3 35 O
lépcsts alakra hozzuk, (3 pont)

majd az eliminaciot folytatva az

1o o2z o
0 1 0|-2 -1 1
00 1|—-3 3 0
redukalt 1épcsds alakot kapjuk, (3 pont)
TR Qe
ahonnan az inverz | -2 —31 1 |, (1 pont)
S
a keresett bal fels6 elem pedig 4. (0 pont)

Az a) feladatnal el fog fordulni, hogy valaki az inverz keresése kozben, a p = 0 esetben csupa 0
sort talal a matrix eliminalasakor, az el6adason tanultak szerint ekkor kijelentheti, hogy nincs inverz.
Ha valaki az inverz megadasaval fejezi be a feladatot és nem adja meg a bal felsG elemet (de az
persze a megadott inverzbdl leolvashato), akkor a pontozasnak megfelelGen nem kell pontot levonni.
Természetesen a feladat megoldasahoz nem kell a teljes inverzet kiszamitani, elég annak az els6 oszlopat
megallapitani, vagyis a leirt Gauss-eliminaciok utolso két oszlopara nincs sziikség. Ha valaki igy jar el,
akkor ezen eljaras helyességét nem kell kiilon indokolnia, hiszen ez szerepelt az el6adason. Szamolasi
hibakért darabonként 1 pontot vonjunk le (akkor is, ha az érdektelen részben vannak, kivéve ha a
hallgato ezen rész lényegtelen voltara kitér), elirdsokért, ha attol a feladat nem lett kénnyebb, nem
muszaj levonni.

5. Hatarozzuk meg az aldbbi matrix rangjat minden z,y € R értékre.

zr x 1 1

0 1 0 1

1 1 v y

%k ok k%
Els6 megoldés. A rang azonos a linearisan fiiggetlen sorok maximalis szaméval. (1 pont)
Az els6 két sor fliggetlen, hiszen az utolsé két koordinata mutatja, hogy egyik sem szamszorosa a
masiknak. (2 pont)



A rang megéllapitasdhoz az Gjonnan érkez6 vektor lemméja miatt most mar elég azt vizsgélni, hogy

a harmadik sor elgall-e az elsé kettd linearis kombinaciojaként. (2 pont)
Ha z = 0, akkor a harmadik sor nem lehet az elsé ketts linedris kombinécidja, az els§ koordinatak
miatt. (1 pont)
Ha = # 0, akkor az els6 koordinatak vizsgalatabol az deriil ki, hogy alkalmas linearis kombinéciéhoz
az els6 sort L-szer kell venni, (1 pont)
ahonnan a harmadik koordinatakat vizsgilva y = 1 kell legyen. (1 pont)
Ekkor a harmadik sor épp az elsé %—szerese, vagyis ilyenkor a sorok nem fiiggetlenek. (1 pont)
Ezek alapjén: z = 0 esetén a rang 3, x # 0,y # % esetén a rang szintén 3, végiil x # 0,y = % esetén
(vagyis amikor xy = 1) a rang 2. (1 pont)
Osszefoglalva: az deriilt ki, hogy ha xy = 1, akkor a rang 2, kiilénben pedig 3. (0 pont)

Masodik megoldas. A rangot Gauss-eliminéacioval allapitjuk meg: az nem lesz mas, mint a lépcsds

alakban a vezéregyesek szama. (1 pont)
Ha z = 0, akkor az els6 és a harmadik sor cseréje utan (1 pont)
el6 is allt a lépesds alak 3 vezéregyessel. (1 pont)
Ha x # 0, akkor osztunk z-szel, majd az elsé sort levonjuk a harmadikbol. (241 pont)
Ekkor a matrix

1 1 1 1

0 1 0 1

0 0 y—2L% y-1

alaku, vagyis megvan a masodik vezéregyes is, ( )
a harmadikat pedig pontosan akkor tudjuk létrehozni, ha y # % ( )
Vagyis x # 0 esetén a rang 3, ha y # % és 2, ha y = % (1 pont)
Osszefoglalva: az deriilt ki, hogy ha xy = 1, akkor a rang 2, kiilénben pedig 3. ( )

Harmadik megoldés. Ismét Gauss-eliminaciot hasznalunk, de elGtte felcseréljiik az els6 és a harmadik
sort, ez a rangot (a sorrang definicidja miatt, amiben a sorok sorrendje lényegtelen) nem valtoztatja
meg. (Ha valaki a Gauss-eliminaci6 keretében cseréli ki ezt a két sort, akkor elvileg indokolnia kéne,
hogy a rang miért nem valtozik — hiszen nem pontosan a tanult algoritmust kéveti —, de ennek hianyaért

nem muszaj pontot levonni.) (2 pont)
A 1épcsts alakban keressiik a vezéregyesek szamat, (1 pont)
ehhez az els§ sor z-szeresét levonjuk a harmadik sorbol. (2 pont)

Ekkor a méatrix

1 1 Y Y

0 1 0 1

0 0 1—2y 1—2xy
alaku, vagyis megvan a masodik vezéregyes is, (1 pont)
a harmadikat pedig pontosan akkor tudjuk létrehozni, ha xy # 1. (2 pont)
Mindezek alapjan ha zy = 1, akkor a rang 2, kiilonben pedig 3. (2 pont)

6*. Egy 5 x 5-0s A méatrixnak pontosan hat olyan 3 x 3-as részmatrixa van, ami invertalhatd. Mutassuk
meg, hogy A nem invertalhato.

* ko ok ok Xk

Els6 megoldas. A akkor és csak akkor invertalhato, ha az oszlopai fiiggetlenek (hiszen mindkeét allitas
azzal ekvivalens, hogy A determinansa nem 0). (1 pont)
Ekkor akdrhogy valasztunk az oszlopok kozil harmat, azok is fiiggetlenek lesznek, (2 pont)



vagyis az altaluk meghatarozott 5 x 3-as részmatrixok rangja 3. (1 pont)
Ezekben a matrixokban tehat — a rangfogalmak egyenlGsége miatt — létezik nem 0 determinansi

3 x 3-as részmétrix. (2 pont)
Ezek a 3 x 3-as részmétrixok kiilonbozék lesznek, ha kiilonb6zé 3 x 5-0s részmétrixokbol valasztjuk
Gket. (2 pont)

Mivel 3 x 5-6s részméatrixot 10-féleképp tudunk kivalasztani (két oszlopot kell elhagyni, az els6t 5-, a
masodikat 4-féleképp valaszthatjuk, de igy minden part kétszer szamoltunk), ha A invertalhato lenne,
akkor lenne legalabb 10 nem 0 determinénst (vagyis invertdlhat6) 3 x 3-as részmadtrixa, amivel a
bizonyitast befejeztiik. (2 pont)

Masodik megoldas. A kifejtési tétel segitségével megmutatjuk, hogy A determinénsa 0, amibdl az alli-
tas kovetkezik. (1 pont)
Tegyiik fel, hogy a determinans nem 0 és fejtsiik azt ki az utolso6 sor szerint. A kapott elGjeles aldeter-
minansok kozt nyilvan kell legyen 0-t6l kiilénb6z6, tartozzon ez a B 4 X 4-es részmaétrixhoz.

(1 pont)
B determinansat az 1., a 2., a 3. és a 4. sora szerint kifejtve is kell hogy kapjunk olyan 3 x 3-as el&jeles
aldeterminansokat, amik nem 0-k. (2 pont)
Ezek mind kiilénb6z6 invertalhato részmatrixokhoz tartoznak, melyek egy kivétellel mind tartalmaz-
nak elemeket az 1. sorbol. (1-+1 pont)
Fejtsiik most ki A determinansat az elsé sor szerint. (1 pont)
A fentiekhez hasonloan kell kapnunk egy C' 4 x 4-es részmétrixot, melynek determinansa nem 0, és itt
is kapunk 4 kiilonb6z6 invertalhaté 3 x 3-as részmatrixot. (1 pont)
Ezek koziil azonban egyik sem tartalmaz elemeket az 1. sorbol, (1 pont)

igy méar 7 kiilénb6z6 nem 0 determindnsi 3 x 3-as részmatrixot talaltunk, ami ellentmondas. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe I.
Zarthelyi feladatok az ELSO zarthelyi potlasara — pontozasi atmutato
2017. december 11.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi ttmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az tGtmutatd minden
feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések
egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsol6do gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Gtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Ha egy megold6 egy feladatra
tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhat6é pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Gtmutatoban szerepl§ részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

1. Adjuk meg az Osszes olyan négyjegyi pozitiv egész szamot, amelyre teljesiil, hogy 51-gyel osztva 3
maradékot ad, tovabba a szam 17-szeresének utolsd két szamjegye 15.

* % ok k%

A keresett szamot n-nel jelolve a feladat feltételei: n =3 (modb51) és 17n =15 (mod 100). (1 pont)
Az utébbi feltétel egy linearis kongruencia, ezt a tanult médszerekkel oldjuk meg.

Mindkét oldalt 6-tal szorozva: 102n = 90 (mod 100), vagyis 2n = 90 (mod 100). (1 pont)
Mindkét oldalt 2-vel osztva: n =45 (mod 50), ahol a modulust (2, 100) = 2 miatt osztottuk 2-vel.(1 pont)
Ebbsln =45 (mod 100) vagy n =95 (mod 100). Ellenérzéssel azt kapjuk, hogy a két megoldas koziil az
els6 hamis gyok (ami a 6-tal szorzés miatt jott be, hiszen (6,100) # 1), a masodik viszont helyes.(1 pont)
Azokat az n-eket keressiik tehat, amik kielégitik az n =95 (mod 100) és az n =3 (mod 51) feltételeket.

Ez egy kongruenciarendszer, amit a tanult modszerrel oldunk meg. (1 pont)
Az els¢ feltételb6l: n = 100k + 95 valamely k£ egészre. Ezt a masodikba helyettesitve:
100k +95=3 (mod51). Mindkét oldalbol 95-6t levonva a 100k = —92 (mod51) lineéris kongruen-
ciat kapjuk. (1 pont)
100 = —2 (mod51) miatt ez a —2k = —92 (mod 51) alakba irhato. (1 pont)

(—2)-vel osztva: k =46 (mod 51), ahol a modulus (—2,51) = 1 miatt nem valtozott. Mivel mindkét meg-
tett 1épésiink ekvivalens atalakitas volt, ezzel valoban a linearis kongruencia megoldéasat kaptuk. (1 pont)
Ebbél tehat k = 514+ 46 valamely ¢ egészre. Ezt visszahelyettesitve: n = 100k +95 = 100(51¢+46) +95 =

51004 + 4695. (1 pont)
Igy a feladat feltételeit az n = 4695 (mod 5100) feltételt kielégits n egészek teljesitik. Ezek koziil a 4695
és a 9795 négyjegyi pozitiv egészek, igy a feladatnak ez a két megoldasa van. (1 pont)

A feladat rovidebben is megoldhato, ha az n = 3 (mod 51) feltételbdl kapott n = 51k + 3 alakot he-
lyettesitjiik az n helyére a 17n = 15 (mod 100) kongruencidban. A megoldas soran el6keriils lineéris
kongruencidk az Euklideszi algoritmussal is megoldhatok. (Ez mindegyik esetben kozvetleniil alkalmazha-
t0, mert az ismeretlen egyiitthatoja a modulushoz relativ prim.) Aki a fent leirthoz hasonlé utat valaszt,
annak az elsG esetben a két ellenérzés koziil az egyik, a masodik esetben a 1épések ekvivalenciajara valod
hivatkozas kivalthato azzal, hogy a megoldasok szama mindkét esetben el6re tudhatoan 1 lesz, mert az
ismeretlen egyiitthatdja a modulushoz relativ prim.



2. Milyen maradékot ad 108-cal osztva 737 4 37737

* ok ok ok ok

108 primtényezés felbontasa: 108 = 22 - 33, (
Ezért a tanult képlet szerint ¢(108) = (22 — 21)(3% — 3%) = 36. (
Mivel (73,108) = 1, (
ezért az Euler-Fermat tételbsl 73%° =1 (mod 108) kivetkezik. (1 pont
Mindkeét oldalt 73-mal szorozva: 73" = 73 (mod 108). (
(
(
(

Mivel (37,108) =1 is igaz, 1 pont
ezért ismét az Euler-Fermat tételbsl 37°° =1  (mod 108) kivetkezik. 1 pont
Mindkét oldalt négyzetre emelve: 37? =12 =1 (mod 108). 1 pont
Mindkét oldalt 37-tel szorozva: 37 = 37 (mod 108). (1 pont
A kapott 733" =73 (mod 108) és 3773 =37 (mod 108) kongruencidkat a tanult szably szerint Gsszead-

va: 733 + 373 =73 +37=110=2 (mod 108), (1 pont)
vagyis a keresett maradék a 2.

A feladat elvileg megoldhat6 az ismételt négyzetre emelések modszerével is, de az (szamologép nélkiil)
sokkal kellemetlenebb és hosszabb megoldésra vezet; ha egy hallgato ilyen megoldassal probalkozik (és az
ahhoz sziikséges szamitasokat legalabb elkezdi), akkor legfljebb 2 pontot kaphat pusztan annak felisme-
réséért, hogy ez az algoritmus elvileg alkalmas a két hatvany 108-as maradékanak meghatarozasara.

3. Az el6adason tanult megfelels algoritmus alkalmazasaval hatarozzuk meg 5%°-nek a 155-tel vett osztési
maradékat.

* % ok ok %

A tanultak szerint ismételt négyzetre emelésekkel és a kapott eredmények 155-0s maradékanak meg-

hatérozasaval kiszamitjuk az 5', 52, 5% ... 5% hatvinyok 155-Gs maradékat. Ezek sorra: 5, 25, 5 (mert
625=5 (mod155)), 25, 5, 25 és 5. (4 pont)
Mivel 85 = 1+ 4 + 16 + 64, (2 pont)

ezért sorra meghatérozzuk az 5° = 5%-5%, 521 = 5°.516 vegiil az 5% = 521 .54 hatvanyok 155-6s maradékait
a korabban kiszamolt megfelel6 maradékokkal valo szorzéssal és a kapott eredmények 155-6s maradékanak
meghatarozasaval. Ezek sorra: 25, 125 és 5. (4 pont)
Igy a keresett maradék: 5.

A teljes értékii megoldashoz nem sziikséges a fenti részletességgel leirni az elvégzett miveletek mogotti
szandékot, elegendd a helyes szamitasok kozlése. Nem jelent pontlevonast, ha egy megoldo6 a végeredmény-
hez eloszor 580 = 5% . 51 majd sorban 5% és végiil 5% maradékait hatirozza meg a fentihez hasonlo
modon. Ha viszont egy megoldd a kapott részeredményeit nem helyettesiti azok 155-6s maradékaival és
példaul 5% maradékahoz a 625 négyzetre emelésével probal eljutni, az lényeges elvi hibanak szamit, ami
az algoritmus ismeretének alapvet6 hidnyat mutatja; egy ilyen megoldo6 legfoljebb 5 pontot kaphat (azt is
csak akkor, ha a tovabbi szamolasai hasznosak és a helyes végeredményt megkapja).

4. Van-e az A(—1;-2;1), B(3;1;3) és C(7;6;3) pontokat tartalmazd siknak olyan pontja, amely az
y-tengelyre esik? Ha igen, melyik?

* ook ok ok X

AB=b—a=(31;3)— (—1,—21) = (4;3,2) és AC = c—a = (7:6;3) — (—1,—-2 1) = (8;8;2), ahol g, b

és ¢ a megfelel pontokba mutato helyvektorokat jeloli. (1 pont)
Az A, B és C pontokat tartalmazo6 S siknak norméalvektora lesz az n # 0 vektor, ha az mer6leges zﬁ—re
és AC-re is. (1 pont)
Igy az n = (p,q,7) # 0 pontosan akkor ilyen, ha az @f@ és az ﬂ'z@ skalaris szorzatok értéke 0.(1 pont)
A skaléris szorzat képletébdl: 4p + 3g +2r = 0 és 8p + 8¢ + 2r = 0. (1 pont)
A masodik egyenlet felébdl az els6t kivonva: g —r = 0, vagyis ¢ = r. Ezt barmelyik egyenletbe helyettesitve
a 4p 4+ 5r = 0 egyenletet kapjuk. Tgy peéldaul r = —4 valasztassal p = 5 és ¢ = —4 adodik, vagyis
n = (5; —4; —4) normalvektora S-nek. (2 pont)
Ebbdl A, B és C koziil barmelyiket hasznalva felirhato S egyenlete: 5x — 4y — 4z = —1. (1 pont)

2



A P(z,y, z) pont akkor és csak akkor van az y tengelyen, ha z = 2z = 0. (1 pont)
Ezt S egyenletébe helyettesitve: —4y = —1, vagyis y = }l. Igy az S-en az y-tengelynek egyetlen pontja
van: a (0; 1;0). (2 pont)
A fenti megoldasban a normélvektor kiszamitésara vonatkozo rész helyettesithets az E X 1@ vektorialis
szorzat meghatarozasaval is. (Ebbdl kozvetleniil a (—10; 8;8) vektor adodik, ami a fent kiszamitottnak a

(—2)-szerese, igy természetesen szintén normalvektora S-nek.)

5. Legyen R*-ben

és w=

IS
I
IS
I

1
2
4

_ o O

[\]
ot

11

Hatéarozzuk meg az (u,v, w) generalt alteret. (A generalt altér meghatérozasa alatt azt értjik, hogy készi-
tiink egy olyan ,gyorstesztet”, amellyel egy tetszdleges R*-beli vektorrol egyszeriien megmondhato, hogy a
generalt altérhez tartozik-e.)

* ok ok ok ok

Az z = (p,q,r,s)T vektor definici6 szerint pontosan akkor tartozik az (u, v, w) generélt altérbe, ha léteznek

olyan «, 3, skalarok, amelyekre au + fv + yw = . (2 pont)
Elvégezve a miiveleteket: au + Sv + yw = (v, 8 + 2y, a + 28 + 47, 2a + 58 + 119)7. (2 pont)
Igy x pontosan akkor van a generalt altérben, ha léteznek olyan a, 3,7 skalarok, amelyekre v = p,
B+2yv=q, a+28+4y=rés2a+58+ 11y =s. (3 pont)

Ezekbdl az egyenletekbdl sorban: v =p, f =q—2y=q—2p,a=r—20—4y=r—2(q—2p)—4p = r—2q.
Ezt a negyedik egyenletbe helyettesitve: 2(r — 2¢) +5(q — 2p) + 11p = s, vagyis p+ ¢+ 2r — s = 0.(2 pont)
Azt kaptuk tehat, hogy x = (p,q,r,s)T € (u,v,w) pontosan akkor igaz, ha p+q+2r —s=0. (1 pont)

6*. Tegyiik fel, hogy a v, v,,...,v;0, w € R™ vektorokra teljesiil, hogy a v,,v,,...,v;, rendszer linearisan
fiiggetlen, a v, vy, ..., 00, w rendszer viszont linearisan dsszefiiggs és w # 0. Mutassuk meg, hogy létezik
olyan 1 <7 <10 és olyan o # 0 skalar, hogy a vy,v,,...,0,_1,0; + - W,V 4, ...,V rendszer linedrisan
Osszefiiggd.

* ok ok ok %

A feladat feltételeib6l az djonnan érkez6 vektor lemmaja szerint azonnal kovetkezik, hogy
we <217227"’>Q10>7 (1 pOIlt)
vagyis leteznek a A, Ag, ..., Ao skalarok gy, hogy \jv; + Aovy + ... 4+ Ajpvyp = w. (1 pont)
Mivel w # 0, ezért a Ay, . .., Ao egyiitthatok kozott van nullatol kiilonbozs. Legyen példaul Ay, # 0.(2 pont)
Ekkor a fentibdl atrendezéssel:

MUy A+ A1V N (yk - iﬁ) + Ao 1Up iy + - Aoy = 0. (3 pont)
Mivel A\, # 0, ez a tanultak szerint azt jelenti, hogy a vy, vy, ..., Vs 1,U, — /\—lkw, Upats- - -5 Vo rendszer

1

5. valasztdssal valoban teljesiil. (3 pont)

linearisan Gsszefiiggs. Vagyis a feladat allitasa az i =k és o = —



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok, MASODIK pétzh — pontozasi Gtmutato
2017. december 11.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatéd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirésa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatdnak tekintheték.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitéo hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldo egy feladatra
tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6z§ megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pont-
szam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a
legtdbb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van
helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a
pontszam 0).

Minden feladat 10 pontot ér. Az ttmutatoban szerepls részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszt-
hatok. Az dtmutatoban leirttol eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér. A megoldas
menetét érdemben nem befolyasolo szamolasi hibakért altalaban (vagyis ha nincs méasképp jelezve) 1
pontot vonjunk le, a megoldas menetét érdemben nem befolyéasolo elirasokért (vagyis amikor a hallgato
nyilvanval6an nem azt irta le, amit szeretett volna, pl. feladat adatainak masolasakor, sajat részered-
ményének masolasakor) nem muszaj pontot levonni. Fontos, hogy gy6z6djiink meg réla, hogy valoban
szamolési hibarol, illetve elirasrél van sz6, mivel az elvi hibakért ennél sokkal tobb pontot kell levonni.
Ha egy szamolasi hiba vagy eliras a megoldas menetét érdemben befolyasolja, akkor csak azokat a rész-

pontokat kaphatja meg a hallgato, amik a feladat eredeti forméjanak megoldasahoz is hozzajarulnak.

1
1. Legyen V azon altere R*-nek, melyet azok a vektorok alkotnak, melyek z1, x5, 23, 74

1
koordinataira teljesiil, hogy x4 = z1 + 225 — 3x3. Adjunk meg V-ben egy olyan béazist, v=11
mely tartalmazza a jobbra lathato v vektort. 0

S S R S

Az elGadason tanult eljarast kovetjiik: egy fiiggetlen rendszert bévitiink egyesével, amig bazist nem

1
kapunk. A kezdeti fiiggetlen rendszer az 1 vektorbol all, ehhez kell egy tovabbi vektort gy, hogy
0
egyiitt is fiiggetlenek legyenek. (1 pont)
3 1
Erre alkalmas pl. a (1) vektor, hiszen ez nem skalarszorosa 1 -nak (ez pedig a tanult eljaras
0 0
vagy az Gjonnan érkezé vektor lemmaja szerint elegendd). (2 pont)

A kapott fiiggetlen rendszert a kovetkezd 1épésben bévithetjiik pl. az vektorral, hiszen az nem

_— O O =



allhat el az elsg két vektor linearis kombinaciojaként (ez ismét a tanult eljaras vagy az tijonnan érkezd
vektor lemméaja szerint elegendd), mivel a negyedik koordinataja 1, mig a masik két vektor negyedik
koordinataja 0. (2 pont)
Azt allitjuk, hogy a kapott rendszer a kérdéses altér bazisa lesz. Egy 3 dimenzios altérben 3 fliggetlen
vektor a tanultak szerint bazist alkot, ezért elég belatni, hogy a kérdéses altér valoban 3 dimenzios.

(1 pont)
Az altér az F-G egyenl6tlenség miatt 3-nal kevesebb dimenzios nem lehet, mivel van benne 3 fiiggetlen
vektor, (2 pont)

4 dimenzi6s pedig nem lehet, mivel ekkor maga R? lenne (hiszen 4 darab Ri-beli fiiggetlen vektor a
tanultak szerint R* bazisa lenne), ami nyilvan nem all fenn (hiszen R* nem minden vektoréra teljesiil,
hogy x4 = x1 + 2x9 — 3x3). (2 pont)

Szigorian véve azt is be kéne latni, hogy az altér nem 5 vagy tobb dimenzids, de ennek hidnyaért ne
vonjunk le pontot. A harom vektor megadésa utan folytathatjuk a megoldast a kovetkezSképp is (a
megoldas eddigi menete alapjan azt mér tudjuk, hogy a vektorok fiiggetlenek).

Ahhoz, hogy a megadott vektorok bazist alkossanak, azt kell még belatnunk, hogy generdlnak minden
olyan vektort, ami az altérben van. (1 pont)
Legyen z ilyen vektor és legyenek a koordinatai x, s, r3, 4. Azt kell megmutatnunk, hogy léteznek
a, b, c skalarok, melyekre

1 3 1 T
1 0 0 o )
al +b ) +c o= z
0 0 1 Ty
(1 pont)
Vagyis az
131 T
100 i)
110 T3
001 Ty
egyenletrendszerrdl kell belatnunk, hogy létezik megoldéasa (az a, b, ¢ valtozokra). (1 pont)
A maésodik és a negyedik sor (egyenlet) alapjan a = x9,¢ = x4, most a harmadik sor alapjan

b= x3—a=x3— xy és az igy kapott a,b, c értékek nem csak a masodik, a negyedik és a harmadik
egyenletet elégitik ki, hanem az els6t is: a + 30 + ¢ = x5 + 3(x3 — x2) + 14 = =229 + 323 + 14 = T4,

hiszen tudjuk, hogy x4 = z1 + 2x9 — 3x3. (2 pont)
p 137
1 p 88
2. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determinans értékét minden p valés szdm esetén. 011 1
03 pp
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Jeloljiik a keresett determinans értékét D-vel. A kifejtési tételt az els6 oszlopra alkalmazva: D =
p 88 137

p-{1 1 1]—-1-|111 (3 pont)
3 pp 3pop
(Itt a 0-val szorzott tagokat mar elhagytuk.) Az els6, p-vel szorzott determinans két oszlopa azonos,
igy az értéke 0 (hiszen az egyikbdl a masik sort kivonva csupa 0 oszlopot kapnank). (2 pont)
A masodik, (—1)-gyel szorzott determinans masodik sordnak p-szeresét kivonjuk a harmadik soraboél
(ez az értékét nem valtoztatja meg), (2 pont)
majd ismét a kifejtési tételt alkalmazzuk, az utolsé sora szerint:
1 37 3 7
D=-1-| 1 11 :—1-(3—]9)-‘11 (2 pont)
3—p 00




Innen a 2 x 2-es determinansok kiszamitasara vonatkozé ismert szabéallyal fejezhetjiik be a megoldést:
D= —(3—p)(—4) =12 — 4p. (1 pont)

Természetesen a determinéns értéke sok mas tton is megkaphato, a leggyorsabban tgy, hogy a 4.
oszlopbol a 3.-at levonjuk, majd a 4. oszlop szerint fejtjiik ki a determinanst. Alkalmazhaté a Gauss-
eliminacio is, de paramétert tartalmazé kifejezéssel leosztva kiilon kell kezelni azt az esetet, amikor
annak az értéke 0, illetve 0-to6l kiilonb6z6. Minden, a megoldast érdemben nem befolyasol6é szamolasi
hiba 1 pont levonast jelent. A determinansra vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hi-
anyabol fakado elvi hibdk viszont darabonként 4 pont levonast jelentenek. Ilyenek példaul: a kifejtési
tételben a sakktablaszabalybol szarmazé el6jel elhagyésa, vagy helytelen megéllapitasa (kivéve, ha
teljes biztonsaggal meggy6zGdtiink rola, hogy elirasrol (0 pont levonas), illetve szamolasi hibarol (1
pont levonas) van sz6); paramétert tartalmazo kifejezéssel valo osztas a sziikséges esetvizsgalat nélkiil;
egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok cseréje utdn a determinans értékvaltozasanak figyelmen kiviil
hagyasa vagy hibas kévetése. Kétes esetekben elvi hibanak tekintend6 minden olyan hiba, amikor nincs
nyoma annak, hogy a megoldé a széban forgd ismeretet helyesen probélta alkalmazni.

3. Dontsiik el, hogy a p valos paraméter mely értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldas, adjuk is meg az 0sszeset.

T+ 3%2 + 6%3 + 21’4 = 5
T+ 5.752 + 8133 + 4$4 = 7
2x1+6x2+(p+12)~x3+(p—i—5)-x4 = 10

Gauss-eliminacioval az egyenletrendszert az
1 3 6 2 5

O 1 1 1 |1
0 0 p p+1]0

alakra hozzuk. (2 pont)
Ha p # 0, akkor a harmadik sort p-vel osztva folytatjuk az eliminaciot, (1 pont)
melynek végén az
1 0 0 —1- 30
p
0 1 0 1-2L |1
p
0 0 1 ptl
p
redukalt lépcsés alakhoz jutunk. (1 pont)
Innen a megoldas x4 =a € Ryzy =24 (1 + @)a,xg =1—-(1- %l)a,xg = —I%Ia. (2 pont)

Ha p = 0, akkor meg is kaptuk a lépcsds alakot (a 3. vezéregyes a 4. oszlopban van), ahonnan az
eliminaciot folytatva az

1 0 3 012
0 1 1 011
0 0 0 10

redukalt lépcesés alakhoz jutunk. (2 pont)
Innen a megoldés x3 =b € R,y =2 —3b,z0 =1—b, x4 = 0. (2 pont)

Szamolasi hibékért darabonként 1 pontot vonjunk le, elirasokért (ha nem lett konnyebb téliik a feladat)
nem muszaj pontot levonni.

4. Legyen A a jobbra lathat6 matrix. Adjunk meg egy olyan B maétrixot, A — < 2 47 )
melyre AB a 2 X 2-es egységmatrix. 3 7 10
* % % LS *

Jo eredmény, megfelelg indoklassal (pl. A és B megfelel§ sorrendii szorzata kiszamolva vagy A bér-
mely 2 X 2-es részmatrixanak inverze (pl. Gauss-eliminéacioval) kiszamolva (mind a harom invertélhato



lesz) és B megfelel§ pozicidiba beirva, a maradék két hely pedig 0-kkal feltoltve) 10 pont. Szamolasi
hibékért darabonként 1 pontot vonjunk le, ha azok a megoldést, illetve annak menetét érdemben nem
befolyasoljak. Ha valaki csak B-t és az AB szorzatot kozli, barmiféle részeredmény nélkiil, de az ered-
mény hibés, akkor 0 pontot kapjon. Ha valaki nincs tisztaban azzal, hogy nem négyzetes matrixnak
nincs inverze, az a tobbi, ettdl fiiggetlen probalkozasaira legfeljebb 4 pontot kapjon, azt is csak akkor,
ha ezek a probalkozasok az elvi hibas megkozelitéstdl valoban jol lathatoan fiiggetlenek. Altalaban
is igyekezziink meggy6zdni rola, hogy a szamitasok mogott valameilyen (helyes) koncepcio huzodik
meg, az irany nélkiili probalkozasokra kevés (legfeljebb 2) pontot adjunk. Aki ugy véli, hogy alkalmas
B nem létezik, mert A nem négyzetes, az 0 pontot kapjon. Alabb kozliink egy, a sziikségesnél némileg
bonyolultabb megoldéast, ami vélhetGen sokak megoldasara fog hasonlitani.

a d

Keressiik B-t B = b e alakban. Ekkor a,b,c-re a 2 4 7)1 egyenletrendszert,
3 7 1010
f
2 4 710
d,e, f,-re a s 7 o101 egyenletrendszert kell megoldanunk. (2 pont)
1 0o 2| I
Az els6 egyenletrendszer az 21 23 redukalt 1épcsSs alakra vezet, (2 pont)
0 1 1|3
2 2
ahonnan a megoldas c € R,a = % — %c, b= —% + %c. (1 pont)
1 0 9 —
A masodik egyenletrendszer az ( 21 ) redukalt lépcsds alakra vezet, (2 pont)
0O 1 —s 1
2
ahonnan a megoldds f e R,d=—-2—3f e=1+1f. (1 pont)
Egy helyes megoldas felirasa (vagyis a matrix vagy elemeinek megadésa). (2 pont)
3 6 12 9
5. Hatarozzuk meg a jobbra lathaté6 matrix rangjat minden x € R értékre. 2 4 x 3z
1 5 6 9

* ko ok ok Xk

A rangot Gauss-eliminacioval allapitjuk meg: az nem lesz mas, mint a 1épcsés alakban a vezéregyesek

vagyis a sorok) szama. 1 pont
gy
Gauss-eliminacioval az

1 2 4 3

0o 1 2 2

0 0 zz—8 3z—6

alakot kapjuk. (2 pont)
Két vezéregyesiink méar van, (1 pont)
a harmadikat pedig akkor tudjuk létrehozni a harmadik oszlopban, ha x # 8. (2 pont)
Vagyis = # 8 esetén a rang 3. (1 pont)
Ha x = 8, akkor a harmadik oszlopban nem lesz vezéregyes, de a negyedik oszlopban 4ll¢ elem 18, igy
a sort 18-cal osztva megkapjuk a harmadik vezéregyest is, (2 pont)
vagyis a rang ekkor is 3. (1 pont)

6*. Egy 10 egyenletbdl 4116, 10 ismeretlenes lineéaris egyenletrendszer a kibévitett egyiitthatomatrixaval
van megadva. Tudjuk, hogy az egyenletrendszernek végtelen sok megoldéasa van.

a) Igaz-e, hogy minden esetben elérhets a kibdvitett egyiitthatomatrix egy elemének megvaltozta-
tasaval, hogy az egyenletrendszernek egyértelmi megoldasa legyen?

b) Igaz-e, hogy minden esetben elérhets a kibGvitett egyiitthatomatrix egy elemének megvaltozta-
tédsaval, hogy az egyenletrendszernek ne legyen megoldasa?



Az els6 allitas nem igaz, ehhez elég egy csupa 0-bol allo kibgvitett egyilitthatéométrixot szemiigyre
venni. Ennek barmely elemét megvaltoztatva (s6t, akar barmely 9 elemét megvaltoztatva) sem lehet
elérni, hogy a megoldas egyértelmi legyen, mivel még mindig lesz csupa 0 sora, azaz a Gauss-eliminacio
soran nem keletkezhet 10 vezéregyes. (3 pont)
A masodik allitds viszont igaz lesz. Tudjuk, hogy kezdetben az egyiitthatomatrix bal oldalanak 10
sora és 10 oszlopa van. Futtassuk le a Gauss-eliminéciot, ekkor — mivel van megoldas — megkapjuk a

(redukalt) 1épcsds alakot. (1 pont)
A (redukalt) lépesds alaknak azonban nem lehet 10 sora, hiszen ekkor — a tanultak szerint — egyértelm
lenne a megoldas. (2 pont)
Kellett tehat az eliminacié kozben kapnunk legalabb egy csupa 0 sort, amit toroltiink. (1 pont)

Ha ebben a sorban a jobb oldalon &all6 kezdeti értéket megvaltoztatjuk, akkor az eliminécié soran
nem csupa 0 sort, hanem tilos sort fogunk kapni, hiszen a bal oldalon tovabbra is csupa 0, mig a jobb
oldalon 0-t6l kiilonb6z6 szam fog allni, igy a masodik allitas csakugyan igaz. (3 pont)

Azt, hogy a csupa 0 sorban a jobb oldalon all6 kezdeti értéket megvaltoztatva csakugyan tilos sort
fogunk kapni, precizen gy lehet belatni, hogy a valtozast a csupa 0 sor jobb oldalén ejtjiik meg, majd
az eliminacio lépéseit megforditva haladunk visszafelé az inputig, ahol is a valtozas egyediil az emlitett
elemet fogja érinteni. Ennek a gondolatnak a hidnyaért persze nem kell pontot levonni.



