Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
1. zarthelyi
2016. oktober 20.

1. Az e egyenesrdl tudjuk, hogy merdlegesen dofi az © + 2y + 3z = 6
egyenleti sikot az (1,1,1) pontban, az f egyenesrdl pedig hogy dtmegy az
(5,2,—1) ponton és a (13,4, —5) ponton. Déntsiik el, hogy e-nek és f-nek

van-e kozos pontja.

2. Alljon az R* V altere azon z vektorokbol, melyekre x; = x5 és x5 = 324
teljesiil (ahol z; az x vektor i. koordinatajat jeloli). Adjunk meg egy bazist
V-ben és mutassuk is meg rola, hogy bézis. (Azt, hogy V altér, nem kell

igazolnunk.)

3. Az R™-beli a, b, ¢ vektorok lineérisan fliggetlenek. Igaz-e, hogy ekkor az
a+b+c, a+b+3c, 3a+ b+ c vektorok is biztosan linearisan fiiggetlenek?

4. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az
alabbi egyenletrendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.

5131—|—2£C2—|-£C3+3£U4 = 2
—X1 — 25172 — X3+ 24 = —2
2x1 + 3x9 +4x3+ 624 = 3

31 +6x9+p-23+924 = p
5. Léteznek-e olyan 2 x 2-es A és B matrixok, melyekre A- A = B - B, de
A# Bés A#(—1)-B?

6. Létezik-e olyan n egész szdm, melyre az alabbi determinéans értéke 07

1241 1526 1566 n

1914 1711 896 1944

1552 1848 1867 2004
n+955 1896 1990 1849

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a nevet és a Neptun-kodot.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A feladatok megoldasat indokolni kell,
puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirdsa kozben szamologép (vagy
més segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
2. zarthelyi
2016. november 24.

1. a) Legyen A tetszéleges 6 x 6-os matrix. Mutassuk meg, hogy A mindig elGallit-
hato 6 darab 1 rangi matrix Osszegeként.
b) Legyen B 5 rangt 6 x 6-os matrix. Mutassuk meg, hogy B mindig elgallithato

5 darab 1 rangi méatrix osszegeként.

2. Létezik-e olyan f : R? — R? linearis transzformacio, mely az (1,0) vektorhoz, az
(1,1) vektorhoz és az (1,2) vektorhoz is az (1,2) vektort rendeli? Ha igen, adjuk

meg a matrixat.

3. Legyen l_)l = (271)7 Z_)Z = (371)7 6 = (171)7 Co = (170) €s legyen f : R2 — ]Rz

az a linearis transzformécio, melynek a {b,,b,} bézis szerinti méatrixa (? g)

Hatéarozzuk meg f-nek a {c;, c,} bazis szerinti matrixat.

4. Legyen A a jobbra lathato méatrix.
a) Dontsiik el, hogy A-nak sajatértéke-e a 2.
b) Dontsiik el, hogy A-nak sajatvektora-e a (2,1, —1) vektor.

¢) Adjuk meg A-nak egy olyan sajatvektorat, melynek elsé
koordinatija 1 és adjuk meg a hozza tartozéd sajatértéket is.
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5. Hatarozzuk meg a 17z + 23y = 601 egyenlet sszes olyan megoldasat, melyre x

és y 1s pozitiv egész.

6*. Legyen A olyan négyzetes matrix, melyre kizarolag x = 0 esetén teljesiil, hogy
A%z = x. Tgaz-e, hogy ekkor az A + F matrixnak biztosan létezik inverze? (E az

A-val azonos méretii egységmatrixot jeldli.)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a nevet és a Neptun-kodot.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta
eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz)
nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
ELSO zarthelyi pétlasa
2016. december 5.

Y

3
szere pedig -5 = 3% = 10 Dontsiik el, hogy e és f parhuzamosak-e.

Ha igen, akkor hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely

1. Az e egyenes egyenletrendszere r = ¢ = ¢, az [ egyenes egyenletrend-

mindkettst tartalmazza.

2. Alteret alkot-e R%-ben azon (x,y) vektorok halmaza, melyekre telje-
0
0
0
3
0

5. Legyenek A és B olyan n X n-es méatrixok, melyekre A- A= B - B

siil, hogy 2% = 4?7

3. Dontsiik el, hogy a jobbra lathato
harom vektor a p valés paraméter mely
értékeire lesz linearisan fiiggetlen.

N =~ W =

4. Adjuk meg a jobbra lathatdé determinédns defi-
nicié szerinti kiszamitésakor keletkezs Osszes nem-
nulla szorzatot és ezek elGjelét.

N O D =N
S © O 00 O
=W ot W
S OO O

és A- B = B - A. Mutassuk meg, hogy ha A + B oszlopai linearisan
fiiggetlen halmazt alkotnak, akkor A = B.

6*. Egy négy egyenletbsl 4llo egyenletrendszernek nincs olyan meg-
oldasa, melyben valamelyik ismeretlen értéke 0 lenne. Mutassuk meg,
hogy ekkor létezik olyan a € {1,2,3,4,5} szam, hogy az egyenletrend-
szernek nincs olyan megoldésa sem, melyben valamelyik ismeretlen ér-

téke a lenne.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a nevet, a Neptun-kodot és a gyakorlat-
vezetd nevét.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaidé 90 perc. A feladatok megoldasat indokolni
kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kézben szamolo-
gép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
MASODIK zarthelyi poétlasa
2016. december 5.

1. Hatarozzuk meg az alabbi matrix rangjat minden =z € R értékre.
1 1=
1l zx
rx T

2. Legyen az f : R — R* linearis leképezés matrixa,
a jobbra lathato matrix. Adjunk meg a méatrixaval egy

100
olyan h : R3 — R* lineéris leképezést, melyre nem 010
létezik olyan g : R3 — R3 linearis leképezés, melyre 00 1
f og = h teljesiilne (ahol f o g az f és g fliggvények 193

kompoziciojat jeloli). Allitasunkat természetesen bizo-

nyitsuk is.

3. Legyen f : R? — R? az a linearis transzforméci6, mely minden
vektorhoz annak az x = y egyenesre vett tiikorképét rendeli. Adjuk
meg f-nek a {by = (3,7),by = (2,5)} bazis szerinti matrixat. (Azt,
hogy f valoban linearis transzformacio, nem kell belatni.)

4. Tudjuk, hogy egy f : R? — R? line4ris transzforméacié minden x € R
esetén az (x,2) vektorhoz a (4, x) vektort rendeli. Hatarozzuk meg f
méatrixanak két olyan sajatvektorat, melyek kiilonb6z6 sajatértékekhez

tartoznak.

5. Hatarozzuk meg a 34x + 86y = 4 egyenlet Gsszes olyan megoldasat,
amelyre  és y egész.

6*. Legyen A 2 X 2-es matrix, z, Yy, z pedig olyan 2 magas oszlopvekto-
rok, melyekre teljesiil, hogy

Az =z, Ay=2y, Az=3z

[gazoljuk, hogy az x,y, z vektorok koziil legalabb az egyik a nullvektor.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a nevet, a Neptun-kodot és a gyakorlat-
vezet$ nevét.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. A feladatok megoldasat indokolni
kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kézben szamolo-
gép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szaAmitaselméletbe I.
alairaspotlo vizsga
ELSO zarthelyi pétlasa
2016. december 16.
1. Az e egyenes paraméteres egyenletrendszere x =t + 1, y = 2t +

1, z=2t+1, az S sik egyenlete 4x — 3y + pz = q. Hatarozzuk meg az
Osszes olyan p és q értéket, melyre az e egyenes az S stkban fekszik.

2. Alteret alkot-e R3-ben azon (z, v, 2) vektorok halmaza, melyekre tel-
jesiil, hogy xy = yz?

3. Dontsiik el, hogy a jobbra lat- 1 2 2 4
haté négy vektor a p valos para- 1 3 3 1
méter mely értékeire lesz lineari- 21741 (2]°|6
san fliggetlen. 2 i) 3 p

4. Egy 5 x 5-6s matrixrol annyit tudunk, hogy 19 darab nulla és 6 darab
egyes szerepel benne. Hanyféle értéket vehet fel a matrix determinansa
attol fliggden, hogy az elemeket hogyan helyezziik el?

2 4

36
matrix létezik, melyre AB = A.

5. Legyen A = ) Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan B

6*. Egy o0t ismeretlenes egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa
van, de nincs olyan megoldésa, melyben valamelyik két ismeretlen
ugyanazt az értéket venné fel. Igaz-e, hogy

a) a Gauss-eliminaciot elvégezve mindig olyan redukalt 1épcsés alakot
kapunk, melynek négy sora van?

b) a redukalt lépcsds alakban az egyik oszlop mindig csupa (—1)-bdl
all?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a nevet és a Neptun-kodot.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. A feladatok megoldasat indokolni
kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kézben szamolo-
gép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
alairaspotlo vizsga
MASODIK zarthelyi poétlasa
2016. december 16.
1. Hatarozzuk meg azon p valos értékeket, melyekre az alabbi matrixnak

van inverze és ezen p értékek esetén adjuk meg az inverz métrix jobb

alsé elemét.

246

135

3 7o
2. Létezik-e olyan f : R? — R3 lineéris transzformécio, melyre
f((1,4)) = (0,1,2), f((4,1)) = (5,4,3), f((2,2)) = (2,3,1)7
3. Jobbra lathato az f : R* — R3 linearis leképezés 2313
matrixa. Hatarozzuk meg f képterének és magteré- 1204

0105

nek dimenziojat.
4. a) Az A matrixnak sajatértéke a 2. Igaz-e, hogy ekkor A%-nek sajat-
értéke a 47

b) A B? matrixnak sajétértéke a 4. Igaz-e, hogy ekkor B-nek sajét-
értéke a 2 vagy a (—2)7?

5. Oldjuk meg a 34z =14 (mod 59) lineéris kongruenciat.

6*. Legyenek a,b, ¢, d rogzitett valos szamok, melyekre ad — be = 1,
legyen tovabba f : R? — R? az a linearis transzformacio, melynek

az {(a,b),(c,d)} bézis szerinti matrixa ( ) Hatarozzuk meg f

a c
b d

matrixat.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a nevet és a Neptun-kodot.

Minden feladat 10 pontot ér, a munkaid6 90 perc. A feladatok megoldasat indokolni
kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kézben szamolo-
gép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2016. oktober 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatoénak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximélis pontszidmot éré megoldés vazlatanak tekintheték.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
gy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Az e egyenesrdl tudjuk, hogy merdlegesen dofi az x4 2y+ 3z = 6 egyenletii sikot az (1,1, 1) pontban,
az [ egyenesrdl pedig hogy atmegy az (5,2, —1) ponton és a (13,4, —5) ponton. Dontsiik el, hogy e-nek
és f-nek van-e kozos pontja.

L S T S

Els6 megoldés. Az e egyenes meréleges a megadott sikra, a sik norméalvektora tehét az egyenes irany-

vektora lesz. (1 pont)
A sik egyenlete alapjan a kérdéses iranyvektor i; = (1,2,3). (1 pont)
Ismerjiik e egy pontjat is: (1,1,1), igy a paraméteres egyenletrendszerét konnyt felirni: x = ¢t + 1,
y=2t+1,2=3t+1. (1 pont)
Az f egyenes egy irdnyvektorat megkapjuk a két megadott pont (mint helyvektor) kiilonbségeként:
ip = (8,2, —4). (1 pont)
Innen f paraméteres egyenletrendszere: © = 8t' + 5,y = 2t' + 2,z = —4t' — 1. (1 pont)

A két paraméteres egyenletrendszerben szerepld t, illetve ¢’ paraméterek nem feltétlentil egyenlsk, igy
érdemes mar itt kiilonboz6képp jelolni Gket. Ha valaki ezt elmulasztja és a késGbbiekben is azonosnak
feltételezi t-t és t'-t, az eddigi pontokat (ha egyébként mindent helyesen csinalt) persze kapja meg.

A két egyenes esetleges kozos pontjanak meghatarozasihoz meg kell oldanunk a két paraméteres

egyenletrendszer egyesitéseként kapott egyenletrendszert. (1 pont)
r=t+1=8t'+5,innen t = 8’ + 4. Ezt az y = 2t + 1 = 2t + 2 egyenletbe helyettesitve ¢’ = —% és
igy t = 0 adodik, mely értékekre teljesiil a 3t + 1 = —4t' — 1 egyenlGség is. (3 pont)
Az egyenletrendszernek tehat ¢ = —%,t =0,r =1,y =1,z = 1 a megoldasa, a két egyenesnek igy
van kozos pontja (éspedig az (1,1,1)). (1 pont)

A két paraméteres egyenletrendszer helyett dolgozhatunk a belgliik kapott ,sima” egyenletrendszerekkel
is, ez esetben egy négy egyenletbdl all6 harom ismeretlenes rendszert kell megoldanunk. A két ,sima”
egyenletrendszer felirasaért Gsszesen 1 pontot, a kdzos megoldasukeért 3 pontot, a végkovetkeztetésért
1 pontot adjunk.

Masodik megoldas. Az f egyenes két megadott pontja rajta van a megadott sikon, (1 pont)
ezért [ teljes egészében a sikban fekszik. (2 pont)
Mivel e-nek egyetlen kozos pontja van a sikkal (az (1,1,1) pont), (1 pont)

1



elég azt ellendrizni, hogy f atmegy-e az (1,1,1) ponton. (2 pont)
Ehhez még [ egyenletrendszerét sem kell felirni, elég megnézni, hogy a (13,4, —5) — (5,2, —1) és a

(13,4,—-5) — (1,1,1) vektorok parhuzamosak-e. (3 pont)
Mivel a kérdéses vektorok ((8,2,—4) és (12,3, —6)) parhuzamosak, az (1,1,1) pont rajta van f-en,
igy kozos pontja e-nek és f-nek. (1 pont)

Természetesen ha valaki megmutatja, hogy az (1,1,1) pont rajta van e-n és f-en is, az 10 pontot
kapjon, akkor is, ha nem vizsgalja f és a sik viszonyat, a fenti pontok elsésorban akkor alkalmazandok,
ha valaki elindul ebbe az irdnyba, de nem fejezi be a megoldasat.

2. Alljon az R* V altere azon z vektorokbol, melyekre z; = 5 és x5 = 3x4 teljesiil (ahol z; az z vektor
i. koordinatajat jeloli). Adjunk meg egy bazist V-ben és mutassuk is meg rola, hogy bazis. (Azt, hogy
V altér, nem kell igazolnunk.)

R SR SR S

Az el6adason tanult modszerrel, egyenként valasztjuk ki a bazis elemeit V' elemei koziil. Az elsé vektor

legyen példaul (0,0,3,1). (2 pont)
A maésodik vektort tgy kell vélasztanunk, hogy ne legyen az elsének szamszorosa, ekkor a két vektor
fiiggetlen lesz (hiszen az elsé vektor nem a nullvektor volt). (1 pont)
E célra nyilvan megfelel példaul az (1,1,0,0) vektor. (1 pont)
Most belatjuk, hogy az (1,1,0,0),(0,0,3,1) rendszer bazisa V-nek. Ehhez azt kell megmutatni, hogy
generatorrendszere V-nek, hiszen a fiiggetlenségérsl mar meggy6zadtiink. (2 pont)
Legyen x = (x1, 29, x3,24) a V tetszbleges eleme, azt kell igazolnunk, hogy ez eldall az (1,1,0,0) és
(0,0,3,1) vektorok linearis kombinaciojaként. (1 pont)
x=1x1(1,1,0,0) + 24(0,0, 3, 1), (2 pont)
hiszen z, = x5 és 13 = 314. (1 pont)

3. Az R"-beli a, b, ¢ vektorok linearisan fiiggetlenek. Igaz-e, hogy ekkor az a+b+c¢, a+b+3c, 3a+b+c
vektorok is biztosan linearisan fiiggetlenek?

b S R S

Irjuk fel az a+b+c, a+b+3c, 3a+b+c vektorok egy linearis kombinéciéjat az a, 3, v egyiitthatokkal
és vizsgaljuk meg, hogy ez mikor lehet 0. (1 pont)
Az

ala+b+c)+pa+b+3c)+7v(Ba+b+c)=0

egyenlGségben a zardjeleket felbontva, majd atrendezve

(@+B+37)a+ (a+B+7)b+ (a+38+7)c=0

adodik. (3 pont)
Mivel az a,b,c vektorok linearisan fiiggetlenek, ez csak akkor lehetséges, ha o + 8 + 3v = 0,
a+pB+v=0,a+38+v=0. (3 pont)
Ebbél minimalis szamolassal o = 0, 5 = 0, v = 0 adodik. (1 pont)
Aza+b+c¢, a+b+ 3¢, 3a+ b+ ¢ vektorok egy linearis kombinacioja tehat csak lehet a nullvektor,
ha mindharom egyiitthato 0, igy az elGadason tanult tétel szerint a vektorok fiiggetlenek. (2 pont)

4. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az aldbbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.

r1+ 2+ x3+3x4 = 2
—X1 — 209 —T3+xT4 = —2
21’1 + 31’2 + 4513'3 + 6513'4 = 3

3r1+6x0+p-23+94 = p



* ko ok ok Xk

Gauss-eliminacioval az egyenletrendszert az

1 2 1 312

0o 1 -2 0]1

0 0 0 410

0 0 p—3 0|p—6
alakra hozzuk. (2 pont)
Ha p # 3, akkor a harmadik és a negyedik sort kicserélve, majd az @j harmadik sort (p — 3)-mal osztva
folytatjuk az eliminéciot, (2 pont)
melynek végén az

1 0 0 0]-52

0 1 0 0|1+ 2”—3

0 0 1 0] 5

0 0 0 10
redukalt 1épesds alakhoz jutunk (2 pont)
Innen a megoldas x; = 5p 3, Ty =1+ 2p 5, T3 = f}%g, x4 = 0. (1 pont
Ha ezzel szemben p = 3, akkor a negyedik sor tllos sor, hiszen a bal oldalon csak 0-k szerepelnek, a
jobb oldalon viszont 3, (2 pont)
igy ekkor az egyenletrendszernek nincs megoldésa. (1 pont)

Akik a Gauss-eliminéciot kovetik, azoknak a nyilvanvalo (itt nem részletezett) lépésekhez nem muszaj
magyarazatot fiizniiik, a Gauss-eliminaciotol eltéré megoldasokban azonban minden esetben indokolni
kell, hogy a megoldashalmaz miért nem valtozik, ennek hianyaért lépésenként legaldbb 1 pont levonasa
indokolt. Kivétel ez alol az, ha valaki a lépcsés alak eléréséhez a harmadik és a negyedik sort agy cseréli
ki, hogy nem ellenérzi, hogy p — 3 # 0 teljesiil-e, hanem ezt csak a csere utéan vizsgalja.

5. Léteznek-e olyan 2 x 2-es A és B matrixok, melyekre A- A= DB-B,de A# Bés A+ (—1)-B?

* % % LS *
) . s o 1as 00 01 ) ) 10
Léteznek ilyen matrixok, j6 példaul az A = , B = valasztas, de az A = ,
00 00 01
B = é _(1) ) valasztas is (meg még sok méasik). Jo példa indoklassal 10 pont, hidnyos indoklas esetén
adhatunk részpontszamot. Aki viszont csak két matrixot ad meg mindennemt bizonyitas nélkiil, az
akkor is 0 pontot kapjon, ha egyébként a példa jo.

6. Létezik-e olyan n egész szam, melyre az alabbi determinans értéke 07

1241 1526 1566 n

1914 1711 896 1944

1552 1848 1867 2004
n+955 1896 1990 1849

* ko ok ok Xk

Megmutatjuk, hogy semmilyen egész n-re sem lesz a determinans 0, mégpedig tugy, hogy belatjuk,
hogy a determinéns paratlan egész szam. (1 pont)
A bizonyitast a definiciét hasznalva végezziik. Ahhoz, hogy egy, a definicibban szereplé szorzat
paratlan legyen, sziikséges hogy a masodik sorb6l a masodik, a harmadik sorb6l a harmadik elemet
valasszuk ki, hiszen minden més esetben lenne paros szidm a szorzatban, igy az maga is paros
lenne. (2 pont)
Ha n péaros, akkor ugyanilyen okbol az els6 sorbol az elsé elemet kell valasztanunk, (2 pont)
ahonnan mar adddik, hogy a negyedik sorbol a negyedik elemet valasztjuk. Ez a szorzat valoban
paratlan lesz és ebben az esetben az egyetlen paratlan a definiciéban szerepls szorzatok koziil, igy
ekkor a determinans csakugyan paratlan. (2 pont)



Ha n pératlan, akkor a méasodik és a harmadik sor vizsgilata utan a negyediket érdemes megnézni,
ebben ugyanis az elsé elem paros lesz, igy innen a negyediket kell vilasztanunk pératlan szorzathoz,
(2 pont)
ahonnan adodik, hogy az elsé sorbdl ismét az els6 elemet kell valasztanunk. Ugyantugy mint az el6zé
esetben, a determinans most is paratlan. (1 pont)

Azok a hallgatok, akik a paritast nem vizsgalva csak a determinans tulajdonsigait vagy a kifejtési
tételt probaljak hasznéalni (kevés sikerrel) 0-1 pontot kapjanak.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2016. november 24.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az ttmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes leirasa;
a leirt 1épések egy maximaélis pontszédmot éré megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az utmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. a) Legyen A tetsz6leges 6 x 6-os méatrix. Mutassuk meg, hogy A mindig elgallithato 6 darab 1 rangt
matrix osszegeként.

b) Legyen B 5 rangu 6 x 6-os matrix. Mutassuk meg, hogy B mindig eléallithaté 5 darab 1 rangu
matrix Osszegeként.

* ok ok ok X

a) Legyenek Cy, Cy, C3, Cy, Cs, Cs az A oszlopai és tegyiik fel el6szor, hogy egyik oszlop sem a

nullvektor. (0 pont)
Legyen ekkor A; az a 6 X 6-os méatrix, melynek . oszlopa C;, a tobbi oszlopa pedig 0 (i =1,2,...,6).

(1 pont)
EkkOTA:A1+A2+A3—|—A4+A5+A6 (1 pOIlt)
és minden A; rangja 1. (1 pont)

Ha a Cj;-k kozott nullvektor is van, de nem mind nullvektor (mondjuk Ci,...,Cy = 0, k < 5),
akkor Ai,..., A, els6 oszlopa legyen (g, a tobbi oszlopa 0, Ag elsé oszlopa pedig legyen —kCy,
hatodik oszlopa Cg, a tobbi oszlopa 0. A tébbi A;-t a kordbbi moédon definialjuk. Nyilvan ekkor is

A=A+ Ay + A3 + Ay + A5 + Ag és minden A; rangja 1. (1 pont)
Végiil, ha A minden oszlopa a nullvektor, azaz A nullmétrix, akkor legyen F' tetszéleges 1 rangu
matrix, ekkor persze —F is 1 rangi és A= F + F + F + (—=F) + (—F) + (—F). (1 pont)
b) B rangja 5, igy B-nek létezik 5 fiiggetlen oszlopa (legyenek ezek — az altalanossag korlatozasa
nélkiil — az els6 6t oszlop: Dy, Dy, D3, Dy, Ds), (1 pont)
a hatodik oszlop (legyen ez Dg) pedig el6all a t6bbi oszlop lineéaris kombinaciojaként, (1 pont)
ellenkez§ esetben — az jonnan érkezs vektor lemméja miatt — a hat oszlop fiiggetlen lenne, ami
lehetetlen. (1 pont)
Legyen tehat Dg = Ay Dy + AoDo 4+ A3D3 + A\y Dy + A5D5. Legyen most ¢ = 1,2,3,4,5 esetén B; az a
6 x 6-os méatrix, melynek 7. oszlopa D;, hatodik oszlopa \;D;, a tobbi oszlopa pedig 0. (1 pont)
Ekkor B = By + By + B3 + B, + Bs ¢és minden B; rangja 1. (1 pont)

Ha valaki az a) feladatban nem foglalkozik azzal, hogy az oszlopok nullvektorok is lehetnek, akkor
(ha egyébként jo a megoldasa, vagyis tulajdonképpen azt latja be, hogy A eldall 6 legfeljebb 1 rangt
matrix Osszegeként) 3 pontot kapjon.



2. Létezik-e olyan f : R? — R? lineéris transzformécio, mely az (1,0) vektorhoz, az (1,1) vektorhoz és
az (1,2) vektorhoz is az (1,2) vektort rendeli? Ha igen, adjuk meg a matrixat.

* % ko ok ok

Ha alkalmas f linearis transzformaciot keresiink, akkor a linearis leképezések tanult tulajdonsagai

miatt £(0,1) = £((1,1) — (1,0)) = £(1,1) — £(1,0) = (0,0). (2 pont)
Igy a tanultak szerint f métrixa csak A = ; 8 lehet (de ezen a ponton még nem tudjuk, hogy
van-e ilyen f). (3 pont)
Konnyen ellenérizhets, hogy A - (1,0)T = (1,2)7, (1 pont)
A+ (11T = (1,2)7 (1 pont)
és A-(1,2)T = (1,2)7 is teljesiil, (1 pont)
igy az az f linearis transzformacié, melynek matrixa A, alkalmas lesz; és ezzel persze f matrixat is
megadtuk. (2 pont)

A j6 matrixot természetesen mashogy is meg lehet talalni, akar még hasraiitéses alapon is, de az elsd
5 pont akkor jar, ha valami kideriil arrol, hogy miért épp ez a matrix érdekes (pl. mert vele balrol szo-
rozva a megadott vektorokat épp a jo eredmények jonnek ki vagy mert felirtunk egy egyenletrendszert
és annak lett ez a megoldasa stb.) Ha valaki csak azt mutatja meg, hogy egy f lineéris transzformacio
esetén az f(1,0) = f(1,1) = (1, 2) allitasbol kovetkezik f(1,2) = (1,2), az 3 pontot kapjon. Akiben fel-
meriil az igény arra, hogy ezen tulmengen ilyen linearis transzformacio6 1étezését valahogy megmutassa,
az tovabbi 1 pontot kaphat.

3. Legyen b, = (2,1), by, = (3,1), ¢ = (1,1), ¢ = (1,0) és legyen f : R* — R? az a linedris
transzformécio, melynek a {b;,b,} béazis szerinti matrixa ( ? g ) Hatéarozzuk meg f-nek a {¢;,¢,}
bézis szerinti matrixat.

X ok k% %

Els6 megoldas. Jeloljik a {b,,b,} bazist B-vel, a {c;,c,} bazist C-vel. [f]c els§ oszlopa a tanultak

szerint [f(c,)]c, masodik oszlopa [f(c,y)]c- (1 pont)
A linearis leképezések ismert tulajdonsaga szerint f(c,) = f(1,0) = f((3,1)—(2,1)) = f(3,1)— f(2,1).

(1 pont)
f(3,1) = f(by)-tés f(2,1) = f(b))-et az [f]p matrixbol hatarozhatjuk meg: annak els6 oszlopa ugyanis
[f(B1)] 5, mésodik oszlopa [f(by)] - (1 pont)
Ezek alapjan f(b,) = bby + 7by, f(by) = 6b; + 8bs, (2 pont)
tehat f(cy) = f(by) — f(b ) =0by +by=(5,2). (1 pont)
Hasonloan szamithatjuk ki f(c,)-et: f(c;) = f(1,1) = f((2,1) — (1,0)) = f(2,1) — f(1,0) = (5b; +
Tby) — (by + by) = 4by + 6b, = (26, 10). (2 pont)

A (26,10) vektor C' szerinti koordinatavektora (10, 16), az (5,2) vektor C' szerinti koordinatavektora
(2,3) (mivel ¢, masodik koordinataja 0, a koordinatavektorok szamitésa nem okoz problémat),
(1 pont)
e 10 2
a keresett méatrix igy ( 16 3 ) (1 pont)

Masodik megoldas. B-vel (illetve C-vel) jelolve a B (illetve C') bazisok (oszlop)vektorainak egyesité-
sével keletkezd matrixot, a kovetkezs Osszefiiggéseket irhatjuk fel a bazistranszforméciorol tanultak

alapjén: [flc = C7[f]C és [f]p = B~'[f]B. (2 pont)

A masodik egyenléséghdl konnyen meghatarozhatjuk [fl-et: [f] = B[f]gB~! (ahol [f]z-t és B-t

ismerjiik, B~ !-et pedig B-b6l Gauss-eliminacio segitségével ki tudjuk szamitani). (2 pont)
{23\ ., (-1 3

B_(ll)’B —(1 _2), (2 pont)

ahonnan [f] = < g 281 ) (1 pont)



Most mar nem nehéz [f]o-t sem meghatarozni, ehhez még a C~! matrixra lesz sziikség, amit B~'-hez

hasonléan Gauss-elimindcioval szamithatunk ki: C~! = ( (1) _11 ) (2 pont)

fe=cnic=(1g 5 ) (1 pont)

4. Legyen A a jobbra lathaté matrix.
a) Dontstik el, hogy A-nak sajatértéke-e a 2.
b) Dontsiik el, hogy A-nak sajatvektora-e a (2,1, —1) vektor.

c) Adjuk meg A-nak egy olyan sajatvektorat, melynek elsé koordinataja 1 és
adjuk meg a hozza tartozo sajatértéket is.

w N O
N i )
~J 00 o

ok ok x %k

a) Azt kell eldonteniink, hogy létezik-e olyan v = (z,y, 2)T # (0,0,0)7 vektor, melyre Av = 2v. (A

tovabbiakban a transzponalt jelolését mell6zziik. ) (1 pont)
-2 2 8]0
Ilyen vektor pontosan akkor létezik, ha a 2 —1 8|0 | egyenletrendszernek van a csupa 0-t6l
3 4 5|0
kiilénb6z6 megoldasa. (2 pont)
A Gauss-eliminécio soran 3 vezéregyest kapunk, igy csak egy megoldas lesz (r =y = z = 0), a 2 tehat
nem sajatérték. (2 pont)
b) Azt kell eldontentink, hogy A - (2,1, —1) a (2,1, —1) vektornak szadmszorosa-e. (1 pont)
A-(2,1,-1) = (—-6,-3,3), igy a (2,1, —1) vektor sajatvektor. (1 pont)
¢) Mivel A(2,1,—1) = (=6, —3, 3), a matrixszorzasrol tanultak szerint A-(1, 5, —3) = A-(3(2,1,-1)) =
BA-(21.-1) = 1(~6.-3.3) = (-3, 1. 2). (2 pont)
az (1, %, —%) vektor olyan sajatvektor lesz, melynek els6 koordinatéaja 1, a hozza tartozo sajatérték —3.
(1 pont)

5. Hatarozzuk meg a 17z + 23y = 601 egyenlet 6sszes olyan megoldasat, melyre x és y is pozitiv egész.

* ok ok ok X

A feladat szovege szerint az x egészre teljesiil, hogy 17x = 601  (mod 23). (1 pont)
A bal oldalon 23z-et, a jobb oldalon 23 - 26-ot kivonva a —6x =3 (mod 23) kongruenciat kapjuk.

(2 pont)
—3-mal osztva 2z = —1 (mod23) adodik (mivel —3 és 23 relativ primek, a modulust nem kellett
megvaltoztatni). (1 pont)
A jobb oldalhoz 23-at adva 2x = 22 (mod 23), ahonnan 2-vel osztva x = 11 (mod 23) (mivel 2 és
23 relativ primek, a modulust nem kellett megvaltoztatni). (1 pont)
Az x széam tehat 23k + 11 alakba irhato (ahol k egész). (1 pont)
Innen y = %ﬁf’km, (1 pont)
vagyis y = 18 — 17k. (1 pont)
Az x,y megoldasparok koziil azokat kell megadnunk, melyekre = és y is pozitiv. x pozitivitasa azzal
ekvivalens, hogy k > 0, mig y pozitivitasa azzal, hogy k < 1. (1 pont)
Az alkalmas parokat tehat a k = 0 és a k = 1 esetben kapjuk: oz = 11,y = 18, illetve z = 34,y = 1.

(1 pont)

Ha valaki a kongruenciat nem tudja megoldani, de megallapitja, hogy annak van megoldasa, az ezért
kaphat 1 pontot. Aki nem részletezi, hogy az osztasok sordn nem valtozik a modulus, attél nem kell
pontot levonni (mivel ez tébbé-kevésbé magatol értet6ds), ha azonban valaki mas modon oldja meg a
kongruenciét és ennek soran nem ennyire egyértelmi szituaciokban mulasztja el a modulus vizsgélatat,
attol minden ilyen hidnyosségért vonjunk le 1 pontot. Ha valaki esetleg szorozza a kongruenciat és

3



nem foglalkozik az esetleges hamis gyokokkel, attol ilyen hidnyossagokért 2 pontot vonjunk le. Aki a
kongruencia megoldasa érdekében céltalan, nem el6remutato lépéseket végez (és a megoldast persze
nem kapja meg), az erre a részre ne kapjon pontot.

6*. Legyen A olyan négyzetes métrix, melyre kizarélag x = 0 esetén teljesiil, hogy A%z = xz. Igaz-e,
hogy ekkor az A + E matrixnak biztosan létezik inverze? (E az A-val azonos méretii egységmatrixot
jeloli.)

* * * * *

A feladatbeli feltétel ekvivalens azzal, hogy A%z — Ex = 0 csak 2 = 0 esetén teljesiil, ( )
ez pedig azzal, hogy (A? — E)z = 0 csak x = 0 esetén teljesiil. ( )
Ez azt jelenti, hogy az (A? — E|0) egyenletrendszernek egyértelmii a megoldésa, ( )
vagyis a tanultak szerint (mivel A? — E négyzetes matrix) det(A? — E) # 0. (1 pont)
(A+ E)(A—E)=A>+ FA— AE — F? = A% — E? = A? — E miatt, ( )
a determinansok szorzastételét hasznalva det(A? — E) = det(A + E) - det(A — E), ( )
vagyis det(A + E) sem 0, ahonnan A + E invertalhatoséga azonnal kovetkezik. ( )



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2016. december 5.

ELSO ZH POTLASA

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatéd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt 1épések egy maximélis pontszamot éré megoldéas vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az Gtmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitéo hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepls
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszdma szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Az e egyenes egyenletrendszere x = £ = £, az f egyenes egyenletrendszere pedig =% = 3%9 = 21’02.

Dontsiik el, hogy e és f parhuzamosak-e. Ha igen, akkor hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét,
amely mindkett&t tartalmazza.

R SR SR S

A két egyenes paraméteres egyenletrendszerét felirva (vagy akar anélkiil is) leolvashato, hogy e-nek

iranyvektora az (1,3,5) vektor, f-nek pedig iranyvektora a (—2, —6, —10) vektor, (1 pont)
vagyis a két egyenes parhuzamos (hiszen az iranyvektoraik parhuzamosak). (1 pont)
Mivel e-n rajta van a P(0,0,0) pont és f-en a (0, 3,2), (1 pont)
ezért ]@ =q—p = (0,3,2) parhuzamos az e-t és f-et tartalmazé S sikkal (ahol ¢ és p a megfelels
pontokba mutaté helyvektorok). (1 pont)
Parhuzamos ezen kiviil S-sel az egyenesek barmely k6z0s v irdnyvektora is, ezért S-nek normalvektora
lesz az n = v x 1@ vektor. (2 pont)
Ezt a tanult képlettel hatarozzuk meg:

Lt Jk

n=|13 5|=-9—2j+3k=(-9,-2,3). (2 pont)
03 2 -

A kapott n normalvektor és P (vagy Q) segitségével S egyenlete mar a tanult képlettel felirhato:
-9z — 2y + 32 = 0. (2 pont)
A megoldés soran valamikor meg kell vizsgalni, hogy a v, illetve ]@ vektorok nem parhuzamosak-
e, ekkor ugyanis a vektorialis szorzatuk nem lenne alkalmas normélvektornak. Ez persze kovetkezik
abbol, hogy e és f parhuzamosak, de nem esnek egybe, vagy abbél is, hogy a vektorialis szorzat nem a
nullvektor lett és persze a két vektor alapjan kozvetleniil is leolvashat6. Ennek hidnyaért mindenesetre
ne vonjunk le pontot. Ha egy megold6 az egyenesek irdnyvektorait hibdsan olvassa ki és ezért arra a
kivetkeztetésre jut (a hibas iranyvektorokbol helyesen), hogy e és f nem parhuzamosak, akkor ezért a
fenti pontozas szerint jard 1 pontot megkaphatja.

2. Alteret alkot-e R?-ben azon (x,y) vektorok halmaza, melyekre teljesiil, hogy z? = y*?



A kérdéses vektorok halmaza pontosan akkor alkot alteret, ha zart az Osszeadasra és a skalarral

szorzasra, (0 pont)
vagyis barmely két, a feltételt kielégité vektor Osszege is kielégiti a feltételt és barmely, a feltételt
kielégits vektor minden szémszorosa is kielégiti a feltételt. (2 pont)
Legyen u = (1,1), v = (—1,1). Ekkor nyilvan u és v is kielégiti a feltételt, (2 pont)
az u+ v = (0,2) vektor azonban nem, (5 pont)
igy a kérdéses vektorok nem alkotnak alteret. (1 pont)

Ha valaki nem talal ellenpéldat, de a skalarszorosra vald zartsagot (helyesen) megallapitja, az (az
esetlegesen jaro elsé 2 ponton feliil) kaphat 1 pontot.

1 10 2
3. Dontsiik el, hogy a jobbra lathatoé harom vektor a p valés paramé- 3 9 -1
ter mely értékeire lesz linearisan fiiggetlen. 471 10 )| -2

2 P —1

* ko ok ok Xk

Els6 megoldés. Az elsé és a harmadik vektor fiiggetlen halmazt alkot, hiszen egyik sem szdmszorosa a
masiknak. Az djonnan érkezé vektor lemmaja miatt a masodik vektorral egyiitt tehat pontosan akkor
alkotnak fiiggetlen halmazt, ha az nem all el§ az elsG és a harmadik linearis kombinaciojaként.

(3 pont)
Az els6 két koordinatat vizsgalva az deriil ki, hogy ha a masodik vektor az els§ és a harmadik lineéris
kombinécidja, akkor az elsGt 4-szer, a masodikat 3-szor kell venniink. (3 pont)
Ez a harmadik koordinatakhoz is megfelel, (1 pont)
a negyedikekhez pedig pontosan akkor, ha 4 -2+ 3 - (—1) = p, vagyis p = 5 esetén. (2 pont)
Ez lesz tehat az egyetlen olyan p, amire a harom vektor nem fiiggetlen, a feladat kérdésére tehat a
valasz: minden p # 5 esetén. (1 pont)

Masodik megoldas. Legyenek a vektorok sorban u, v, w és vizsgaljuk meg az au + bv + cw = 0 egyen-

16séget. (1 pont)
A hérom vektor pontosan akkor lesz fliggetlen, ha ez csak a = b = ¢ = 0 esetén teljesiil. (1 pont)

A fenti vektoregyenlet ekvivalens az

1 2 2 4|0
1 3 3 1|0
2 14 2 6|0
2 5 3 p|0
kibgvitett egyiitthatométrixi egyenletrendszerrel (2 pont)
ezt Gauss-elimindlva:
12 2 4 10
01 1 -310
00 1 110
000p—3 0
(2 pont)
ennek pontosan akkor lesz az egyetlen megoldasa a = b = ¢ = d = 0, ha létre tudjuk hozni a negyedik
vezéregyest is, (1 pont)
vagyis ha p # 3 (3 pont)
20031
18029
4. Adjuk meg a jobbra lathaté determinans definicié szerinti kiszamitasakor ke- 00050
letkez§ Gsszes nemnulla szorzatot és ezek elGjelét. 69336
70040




Ha nemnulla szorzatot szeretnénk kivilasztani, akkor a harmadik sorbol csak az 5-6t valaszthatjuk,

(1 pont)
igy az 6t6dik sorbol a 4-et mar nem, csak a 7-et valaszthatjuk (mert a negyedik oszlopbol mar vettiink
elemet). (1 pont)
Hasonloan folytatva, az els§ sorbol csak az 1-et, (1 pont)
ezért a masodikbol csak a 8-at, (1 pont)
végiil a negyedikbdl csak a 3-at valaszthatjuk. (1 pont)

Igy egyetlen nemnulla szorzat keletkezik: 5-7-1-8-3. Ehhez az egyetlen nemnulla szorzathoz tartozo
permutaci6 az 5,2,4,3,1 (hiszen az elsg sorbdl az 6todik elemet vettiik, a méasodikbol a masodikat,
sth). (2 pont)

Ennek a permutacionak az inverzioszama 8 (hiszen 8 inverzioban all6 par van: (5,2), (5,4), (5,3),
(57 ]-)7 (27 1)7 (47 3)7 (47 1)7 (37 1)) (2 pOHt)
Mivel az inverzidszam paros, ezért a szorzathoz tartozo elGjel: +. (1 pont)

5. Legyenek A és B olyan n x n-es matrixok, melyekre A- A= B-B és A-B = B - A. Mutassuk meg,
hogy ha A + B oszlopai lineéarisan fiiggetlen halmazt alkotnak, akkor A = B.

b S R S

Figyeljiik meg, hogy (A+ B) - (A — B) = 0, ahol 0 az n X n-es csupa 0 matrixot jeldli. (2 pont)
Valoban, (A+B)-(A-B)=A-A—A-B+B-A—B-B=A-A—B-B =0, ahol az els6 egyenlGség
a matrixszorzas disztributivitasa miatt teljesiil, a méasodik egyenlGség A - B = B - A miatt, végiil a

harmadik A - A = B - B miatt. (4 pont)
Az (A+ B) - (A — B) matrix oszlopai az A + B matrix oszlopainak linearis kombinécioi. (1 pont)
Ha A = B nem teljesiil, akkor A — B nem a nullméatrix, (1 pont)
ezért A+ B oszlopainak lesz olyan nem trivialis linearis kombinacioja, mely a nullvektort adja (hiszen
(A+ B) - (A — B) minden oszlopa nullvektor), amivel a feladat allitasat belattuk. (2 pont)

6*. Egy négy egyenletbdl allo egyenletrendszernek nincs olyan megoldasa, melyben valamelyik is-
meretlen értéke 0 lenne. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik olyan a € {1,2,3,4,5} szam, hogy az
egyenletrendszernek nincs olyan megoldasa sem, melyben valamelyik ismeretlen értéke a lenne.

I S S S

Ha egy egyenletrendszernek nincs olyan megoldasa, melyben valamelyik ismeretlen értéke O lenne,

akkor vagy egyaltalan nincs megoldas, (1 pont)
vagy a kibévitett egyiitthatomatrixot Gauss-eliminacioval lépesés alakra hozva nem kapunk szabad
paramétert (hiszen a szabad paraméter barmilyen értéket, igy 0-t is felvehet). (2 pont)
Szabad paraméter azokhoz az oszlopokhoz tartozik, melyekben nincs vezéregyes. (1 pont)
A Gauss-eliminacid6 utan a matrixnak legfeljebb négy sora van, igy legfeljebb négy vezéregyes
szerepelhet benne, (1 pont)

vagyis ha nincs szabad paraméter, akkor legfeljebb négy oszlopa lehet. ( )
Ez azt jelenti, hogy az ismeretlenek szdma az egyenletrendszerben legfeljebb négy. ( )
Mivel nincs szabad paraméter, ha van megoldas, akkor az egyértelmdi, (1 pont)
igy csak négy olyan szam létezhet, amelyet a megoldasban valamelyik ismeretlen felvesz, ( )
amibdl a feladat allitasa kovetkezik (hiszen a értékét 6t szam koziil valaszthatjuk). ( )



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potzarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2016. december 5.

MASODIK ZH POTLASA

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az utmutatoénak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximélis pontszamot ér§ megoldéas vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az dtmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs j6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra
osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg az alabbi matrix rangjat minden x € R értékre.
11

« B B 8

1
x
*

* 8 8

* *

A tanultak szerint a rang egyenld a matrixbo6l Gauss-elimindcioval kapott lépcsés alakban szerepld
vezéregyesek szamaval. (2 pont)
A matrix els§ sorat a masodikbol levonva, majd az els sor z-szeresét a a harmadik sorbol levonva az

1 1 T
0 z—1 0

matrixot kapjuk. (
A masodik oszlopban tehat pontosan akkor lesz vezéregyes, ha x # 1. (
A maésodik sort ekkor (z # 1) (x — 1)-gyel osztva valoban megkapjuk a masodik vezéregyest. (1 pont
Ha most x # 0 is teljesiil, akkor a harmadik oszlopban is lesz vezéregyes, (
(

tehat a matrix rangja ekkor (x # 0,z # 1) 3. 1 pont
Ha z = 0, akkor a harmadik oszlopban nincs vezéregyes, igy ekkor a rang 2. (1 pont
Végiil, ha = = 1, akkor sem a masodik, sem a harmadik oszlopban nincs vezéregyes, igy ekkor a rang

1. (1 pont)

Ha valaki csak azt bizonyitja be, hogy a rang x = 1 esetén 1, az 1 pontot kapjon, aki pedig azt, hogy
x = 0 esetén a rang 2, az 2 pontot.

2. Legyen az f : R? — R* linearis leképezés matrixa a jobbra lathato matrix. Adjunk 100
meg a matrixdval egy olyan h : R® — R* linearis leképezést, melyre nem létezik olyan 010
g : R® — R3 linearis leképezés, melyre f o g = h teljesiilne (ahol fog az f és g 001

123

fiiggvények kompoziciojat jeloli). Allitasunkat természetesen bizonyitsuk is.



A tanultak szerint [f o g| = [f] - [g]- (1 pont)
Ha tehat sikeriilne olyan A € R**3 méatrixot megadnunk, melyre nem létezik olyan B € R3*3 matrix,
melyre [f]- B = A, (2 pont)
akkor az a h lineéris leképezés, melynek A a méatrixa, megfelelne a feladat feltételének, (1 pont)
hiszen ha lenne olyan ¢ : R?® — R3 linearis leképezés, melyre f o g = h teljesiilne, akkor
A=1hl=[fog]=1[f]lg] lenne, ami lehetetlen. (1 pont)
Ilyen A métrixot viszont nem nehéz megadni: mivel [f] - B oszlopai az [f] oszlopainak a linearis
kombinacioi, (2 pont)
elég, ha A-nak van olyan oszlopa (mondjuk az els6), ami nem all el6 [f] oszlopainak a linearis
kombinaciojaként. (1 pont)

100

A1k 100
Ilyen méatrix példaul Loo | (1 pont)

000

hiszen az els6 oszlop els6 harom koordinajat megfigyelve az deriil ki, hogy az els6 oszlop csak akkor
lehetne [f] oszlopainak linearis kombinédcioja, ha minden egyiitthato 1, ekkor viszont a negyedik
koordinata nem 0 lenne, hanem 6. (1 pont)

3. Legyen f : R? — R? az a linearis transzformécio, mely minden vektorhoz annak az x = y egyenesre
vett tiikorképét rendeli. Adjuk meg f-nek a {by = (3,7),by = (2,5)} bazis szerinti matrixat. (Azt, hogy
f valoban linearis transzformécio, nem kell belatni.)
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Els6 megoldas. Jeloljik a {b, by} bazist B-vel. [f]p els6 oszlopa a tanultak szerint [f(b,)]s, masodik

oszlopa [f(by)]5- (2 pont)
f(by)-et és f(by)-t nem nehéz meghatarozni, az elgbbi a (7,3) vektor, az utobbi az (5,2) vektor.

(1 pont)
A (7,3) vektor B szerinti koordinatavektorat Gauss-eliminacioval (vagy mashogy) kiszamitva a
(29, —40) vektort kapjuk, (3 pont)
az (5,2) vektor B szerinti koordinatavektoranak pedig (21, —29) adodik. (3 pont)
A keresett matrix tehat ( _220 _2219 ) (1 pont)

Masodik megoldas. B-vel jelolve a B = {b,,b,} bézis (oszlop)vektorainak egyesitésével keletkezd mét-
rixot, a kovetkezs Osszefiiggést irhatjuk fel a bazistranszforméciorol tanultak alapjan: [f]g = B~![f]B.

(1 pont)
A B7! matrixot Gauss-eliminacioval kiszamitva B~ = _57 32 ) adodik. (3 pont)
Az [f] matrix kiszamitasahoz f(1,0)-t és f(0,1)-et kell meghataroznunk, az elébbi (0, 1), az utobbi
(1,0) lesz, (2 pont)
ez alapjan [f] = ( (1] (1) ) (2 pont)
Tnnen [f]5 = B-![f]B = < 2 ) (2 pont)



4. Tudjuk, hogy egy f : R? — R? lineéris transzforméacié minden x € R esetén az (x,2) vektorhoz
a (4,x) vektort rendeli. Hatarozzuk meg f matrixanak két olyan sajatvektorat, melyek kiilonb6zd
sajatértékekhez tartoznak.
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Els6 megoldas. Jeloljiikk f matrixat A-val. A konnyen kiszamithato példaul az f(0,2) = (4,0) és az
f(2,2) = (4,2) egyenldségekbdl (melyeket az x = 0, illetve x = 2 értékek behelyettesitésével kapunk).

(2 pont)

A lineéris leképezések ismert szabélyait alkalmazva az elsé egyenléségbdl f(0,1) = (2,0), a két egyen-

lségbol egviitt £(1,0) = £(1(2,2) — (0,1)) = 1£(2,2) — £(0, 1) = (0, 1) (2 pont)
0 2

Innen A = ( Lo ) (1 pont)

(Konnyt ellendrizni, hogy az a linearis leképezés, aminek a most megadott A a méatrixa, csakugyan
minden = € R esetén az (z,2) vektorhoz a (4, z) vektort rendeli, de erre nincs sziikség, mert a feladat
szOvegébdl ez mar kovetkezett.) A sajatértékek meghatarozasahoz az A méatrix karakterisztikus poli-
nomjat a szokott modon felirva 22 — 2 adodik, (1 pont)
melynek a v/2 és a —v/2 a gyokei, ezek lesznek a sajatértékek. (2 pont)
A V/2-héz tartozo sajatvektorok a (v/2y,v) alaku vektorok (ahol y # 0), a —v/2-h6z tartozo sajatvek-
torok a (—+/2y,y) alaka vektorok (ahol y # 0). A feladat ugyanakkor nem kérte, hogy adjuk meg az
Osszes sajatvektort, elég megadni egyet a v/2-hoz (pl. (v/2,1)) és egyet a —v/2-héz (pl. (—v/2,1)).

(2 pont)

Rosszul felirt matrix sajatértékeinek és sajatvektorainak helyes meghatarozasaért is jar az utolsd 5
pont, ha azonban a rossz matrixnak nincsenek sajatértékei, akkor legfeljebb 2 pont adhato.

Masodik megoldéas. Jeloljiik f métrixat A-val. Keressiink a sajatvektorok kozt olyat, aminek a
méasodik koordinataja 2 (nincs ra garancia, hogy van ilyen, de mivel ket egyszert keresni, érdemes
vele megprobalkozni). (1 pont)
(x,2) pontosan akkor lesz sajatvektor, ¢ sajatértékkel, ha A - (z,2) = ¢ (z,2).
Ekkor (cz,2¢) =c- (2,2) = A+ (x,2) = f(x,2) = (4, 2),

igy cx =4 és 2c = x,

ahonnan ¢? = 2,

vagyis ¢ = \/§ vagy ¢ = —\/5.

Az el6bbi esetben z = 2\/5, az utobbiban r = —2v/2 1 pont)
és ellenérzés utan meggy6zédhetiink rola, hogy (2v/2,2) és (—2v/2,2) csakugyan az A sajatvektorai,
amik kiilonbozs sajatértékekhez tartoznak. (2 pont)
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5. Hatarozzuk meg a 34x + 86y = 4 egyenlet Gsszes olyan megoldasat, amelyre = és y egész.
* * * * *

Erdemes az egyenletet 16gton osztani 2-vel, de persze enélkiil is megoldhaté a feladat. A szoveg szerint

az x egészre teljesiil, hogy 172 =2 (mod 43). (1 pont)
A kongruenciat 2-vel szorozva 34z =4 (mod 43) adodik, (1 pont)
ami az eredeti kongruenciaval ekvivalens, hiszen 2 és 43 relativ primek. (1 pont)
A bal oldalb6l 43z-et kivonva, a jobb oldalhoz pedig 86-ot adva a —9x = 90 (mod 43) kongruenciat
kapjuk, (2 pont)
ahonnan (—9)-cel osztva © = —10 (mod43) (mivel —9 és 43 relativ primek, a modulust nem kellett
megvaltoztatni). (2 pont)
Az x szam tehat 43k — 10 alakba irhato (ahol k egész). (1 pont)
Innen y = %7 (1 pont)
vagyis y =4 — 17k. (1 pont)

Ha valaki a kongruenciat nem tudja megoldani, de megallapitja, hogy annak van megoldasa, az ezért
kaphat 1 pontot. Aki nem foglalkozik azzal, hogy az osztas soran valtozik-e a modulus, attol 1 pontot

3



vonjunk le, ha valaki mas modon oldja meg a kongruenciat és tobbszor is mulasztast kdvet el az
osztasok soran, attol minden ilyen hidnyossagért vonjunk le 1 pontot. Hasonl6 a helyzet a szorzéassal:
aki nem ellenérzi az 1j és a régi kongruencia ekvivalencidjat és késébb sem foglalkozik az esetleges
hamis gyokokkel, attol minden ilyen hidnyossagért 1 pontot vonjunk le. Aki a kongruencia megoldasa
érdekében céltalan, nem el6remutato 1épéseket végez (és a megoldést persze nem kapja meg), az erre a
részre ne kapjon pontot. Ha valaki a 172 = 2 (mod 43) kongruencia helyett a (kénnyebben kezelhet6)
43y =2 (mod 17) kongruenciat oldja meg (helyesen), az persze ugyanigy kapja meg az erre a részre
jar6 7 pontot.

6*. Legyen f: R? — R? linearis transzformacio, z,y, z pedig olyan 2 magas oszlopvektorok, melyekre
teljesiil, hogy
Az =z, Ay=2y, Az=3z

Igazoljuk, hogy az z,y, z vektorok koziil legalabb az egyik a nullvektor.
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Ha z,vy, 2z egyike sem a nullvektor, ( )
akkor a sajatérték definicioja szerint az 1, a 2 és a 3 is az A sajatértéke lesz, ( )
ami lehetetlen, hiszen a sajatértékek a karakterisztikus polinom gydkei, (1 pont)
A pedig 2 x 2-es méatrix, aminek karakterisztikus polinomja masodfoku, ( )
vagyis (a masodfoku egyenlet megoldoképlete szerint) legfeljebb két gyoke lehet. ( )

Az el6adason szoba keriilt (bar persze nem bizonyitottuk be), hogy n x n-es matrixnak legfeljebb n
sajatértéke lehet, igy ha valaki ezt az allitdst haszndlja a bizonyitas soran, attol ezért ne vonjunk le
pontot.



