Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2013. oktober 24.
1. Irjuk fel a haromdimenzios tér P = (1,1,1) és Q = (3,1,5) pontjait
Osszekotd szakasz felezGmerdleges sikjanak egyenletét. Hol metszi ez a stk

az y tengelyt?

2. Legyen U tetszoleges vektortér, V és W pedig U alterei. Mutassuk meg,
hogy ekkor V N W is altere U-nak.

3. Hatarozzuk meg a p valés paraméter minden olyan értékét, melyre az
alabbi a, b, ¢, d € R* vektorok linearisan fiiggetlen rendszert alkotnak.

1 1 1 P
1 1 p | . 11
P 1 1 1
4. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a ¢ és d paraméterek minden
értékére.
r+22 =5
20 —y = 8

3r+6y+cz =d

5. Egy 5 X 5-0s métrix determinédnsanak definici6 szerinti kiszamitasakor
legfeljebb 20 nullatol kiilonbozé szorzatot kapunk. Mutassuk meg, hogy
ekkor a métrix legalabb 5 nullat tartalmasz.

6. Létezik-e olyan 2 X 3—as A és 3 X 2—es B matrix, melyek egyike sem all
csupa 0-bol, de az AB és a BA szorzatmatrixok mindketten csupa 0-bol
allnak?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezé adatokat: név, Neptun-kod, Nep-
tun szerinti gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A mun-
kaidé 90 perc.

A feladatok megoldésat indokolni kell, puszta eredménykdzlésért nem jar pont. A dol-
gozat megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
2. zarthelyi

2013. november 28.

1. Legyen A ketté ranga 2 x 3-as matrix. Mutassuk meg, hogy
létezik olyan 3 x 2-es B matrix, melyre AB a 2 X 2-es egységmatrix.

2. Legyen n > 10 egész szam. Az A n X n-es matrix rangja 10, a
B n x n-es matrix rangja n. Hatédrozzuk meg AB rangjat.

3. Létezik-e a siknak olyan lineéris transzformécioja, mely az (1, 0)
vektorhoz a (0,1) vektort, a (0,1) vektorhoz a (2,1) vektort, a
(2,1) vektorhoz pedig az (1,0) vektort rendeli?

4. A sik egy linearis transzforméciojanak matrixa a szokasos bé-

: 1 2
zisban 9 4 | ahol z tetsz6leges valos szam. Hatarozzuk meg x

tiiggvényében a transzformaéacioé képterét és magterét.

5. A sik egy lineéris transzformacioja a (2, 1) vektorhoz az (1,1)
vektort rendeli, az (1,1) vektorhoz pedig a (2,1) vektort. Haté-
rozzuk meg a transzformécioé egy sajatvektorat és a hozza tartozo
sajatértéket.

6. Adjuk meg algebrai (mas néven kanonikus) alakban az alabbi
egyenletnek az 6sszes olyan komplex megoldéasat, amelynek a valos
és a képzetes része is pozitiv.

(=5V2 + V2i)2° = 12 + 8i

A dolgozatra kérjiik jol olvashatban felirni a kévetkez6 adatokat: név, Neptun-
kod, Neptun szerinti gyakorlatvezet6 neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam
24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykdzlésért nem jéar
pont. A dolgozat megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem
hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
ELSO zarthelyi potlasa
2013. december 9.

1. Mely a valos szamokra teljesiil, hogy az ax + 2y + 3z = 4 egyenlet sitknak

és az 5’37’2 = yg;g = % egyenletrendszert egyenesnek nincsen k6zos pontja?

2. Legyenek U és W a V' vektortér alterei. Bizonyitsuk be, hogy UUW akkor
és csak akkor altere V-nek, ha vagy U C W, vagy W C U fennall.

3. Fiiggetlen rendszert alkotnak-e az
a) (1,1,1,3),(1,1,3,1)(1,3,1,1),(3,1,1, 1) vektorok?
b) (1,1,1,-3),(1,1,-3,1)(1,-3,1,1),(—3,1,1,1) vektorok?

4. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a ¢ valés paraméter minden érté-
kére.

3r+dy+z = 4
2r+y+cz =
20 4+4y = 6

@)

5. Egy négyzetes matrixot nevezziink kellemesnek, ha determinansédnak defi-
nicio6 szerinti kiszamitésakor pontosan 1 nullatol kiilénbo6z6 szorzatot kapunk.

a) Mutassuk meg, hogy ha egy n x n—es méatrix kellemes, akkor legalabb

n2—n

5 nullat tartalmaz.

b) Mutassuk meg, hogy tetszéleges n pozitiv egész esetén létezik n x n—es

n-——n

kellemes matrix, ami pontosan 2’=n pnyllat tartalmaz.

2
11 ) e e
. Hany olyan 2 x 2-es B métrix létezik, melyre

6. Legyen A = (2 9

AB = A?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun
szerinti gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd
90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
MASODIK zarthelyi potlasa
2013. december 9.

1. Legyen A ketts rangi 2 x 3-as matrix. Mutassuk meg, hogy nem
létezik olyan 3 x 2-es B matrix, melyre a BA maétrix a 3 X 3-as
egységmatrix.

2. Hatarozzuk meg az alabbi matrix rangjat az x valos szam fiigg-
vényében.

1
1

_ =K

1
1
2x 1

3. Létezik-e a siknak olyan linearis transzformécioja, mely a (0, 1)
vektorhoz és az (1,0) vektorhoz is az (1,1) vektort rendeli?

4. Az A matrixnak k sora és 2% oszlopa van. Az oszlopok (vala-
milyen sorrendben) éppen az Gsszes kiilonboz6 k hossztségn 0-1
sorozatok. Hany dimenziés annak az R2*-bol R*-ba mend linearis
leképezésnek a magtere, melynek matrixa a szokasos béazisban A?

5. Legyenek u és v egy linedris transzformacio kiilonbo6z6 sajatér-

tékekhez tartozo sajatvektorai. Lehetséges-e, hogy u + v is sajat-

vektora ugyanannak a transzformaéacionak?

VB+1 | V51
57—+ i)

6. Hatérozzuk meg a ( 3 komplex szam hosszanak

(abszolut értékének) egész részét.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkez6 adatokat: név, Neptun-
kod, Neptun szerinti gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam
24. A munkaidg 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykdzlésért nem jar
pont. A dolgozat megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem
hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1. alairasp6tlé vizsga
ELSO zarthelyi potlasa
2013. december 17.

1. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter mely értékére lesz az xT_l = yT+3 =z
és az ”37_3 = 5P = 2 egyenletrendszert egyeneseknek kozos pontja.

2. Létezik-e olyan A valds szam, melyre a A determinénst 3 x 3-as mat-
rixok vektorteret alkotnak a szokisos matrixosszeadas és skalarral szorzas
miveletekkel?

3. Egy V vektortérben az a, b, c vektorok fiiggetlen rendszert alkotnak. [gaz-
e, hogy ekkor az a+2b, b+2c, c+2a vektorok is biztosan fiiggetlenek V-ben?

4. a) Egy négy egyenletbdl allo, négy ismeretlenes egyenletrendszernek pon-
tosan egy megoldasa van. Igaz-e, hogy a jobb oldalak tetsz6leges megval-
toztatasaval kapott egyenletrendszereknek is pontosan egy megoldéasa van?

b) Egy 6t egyenletbdl allo, négy ismeretlenes egyenletrendszernek pon-
tosan egy megoldasa van. Igaz-e, hogy a jobb oldalak tetsz6leges megval-
toztatasaval kapott egyenletrendszereknek is pontosan egy megoldasa van?

5. Létezik-e olyan nem nulla determinanst 5 x 5-6s métrix, melyben 4 nulla
és 21 egyes szerepel?

6. Adjuk meg az alabbi determinédns definici6 szerinti kiszamitasakor kelet-

kez6 0sszes nemnulla szorzatot és ezek elGjelét.

2 1 6 9

S O O 0o
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7

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a nevet és a Neptun-kodot.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A mun-
kaidé 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykdzlésért nem jar pont. A dol-
gozat megirasa kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I. alairaspotloé vizsga
MASODIK zarthelyi potlasa
2013. december 17.

1. Legyenek A, B, C olyan 2 x 2-es matrixok, melyekre ABC' az egységmatrix.
a) Igaz-e, hogy ekkor C'AB is biztosan az egységméatrix?
b) Igaz-e, hogy ekkor BC'A is biztosan az egységméatrix?
¢) Igaz-e, hogy ekkor BAC' is biztosan az egységméatrix?

2. Hatéarozzuk meg az alabbi matrix rangjat az x,y valos szamok fliggvényé-
ben.

— < =
— = =
N~ R

3. Létezik-e olyan A : R? — R3 linearis leképezés, melyre A((2,3)) = (1,0, 0),
A((5,6)) = (0,1,0) és A((11,12)) = (0,0,1)7
301
0 3 0 |. Adjuk meg a transzformacio egy sajatértékét és egy sajatvek-
207
torat.

5. Legyenek u és v az A linearis transzformacié kiilonbozé sajatértékekhez
tartozo sajatvektorai. Lehetséges-e, hogy u + v sajatvektora A%-nek?

6. Adjuk meg algebrai (kanonikus) alakban —1 — v/2i négyzetének hatodik
gyokei koziil azokat, amelyek valos része negativ, képzetes része pedig pozitiv.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a nevet és a Neptun-kodot.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd
90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamologép (vagy méas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1. Pontozasi utmutato 2013. oktdber 24.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutaté minden feladat
(legalabb egy lehetséges) megolddsdnak f&bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszéamokat kozli. Az utmutaténak
nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas
vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolddé gondolat egy attekinthetd,
vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. igy példaul az anyagban szerepld ismeretek,
definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt
tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszdm a fentiek
figyelembevételével a megoldénak (részben vagy egészében) jir-e, teljes mértékben a javité hatdskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegé-
szitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is
oszthaték. Az utmutatéban leirttdl eltérd jé6 megoldas természetesen maximélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatdra 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit bele, igy a
dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

Mindenkinek koszonjilk a javitasi munkét.

1. frjuk fel a hdromdimenziés tér P = (1,1,1) és Q = (3,1,5) pontjait osszekotd szakasz felez6merdleges sikjdnak egyen-

letét. Hol metszi ez a sik az y tengelyt?

Megoldas:
A sik felirhatd, ha ismerjiik a normélvektorat és egy pontjat. (1 pont)

Mivel a felezémerdleges sik merdleges a két megadott pontot 0sszekotd szakaszra, a normalvektor e szakasszal

parhuzamos. (1 pont)
Normaélvektornak j6 lesz tehdt az n = (3 — 1,1 —1,5—1) = (2,0, 4) vektor. (1 pont)
Vagyis a sik egyenlete 2x 4+ Oy + 4z = ¢ alakd, ahol ¢ még kiszamitandé. (1 pont)
A PQ szakasz felezépontjanak koordindtéi (2,1, 3), ez a pont tehat rajta van a kért sikon. (1 pont)
Koordinétdit a sik egyenletébe beirva 2 -2+ 4 - 3 = ¢, vagyis ¢ = 16 addédik. (1 pont)
Vagyis a kérdéses sikegyenlet: 2x + 4z = 16, avagy az ezzel ekvivalens x + 2z = 8. (1 pont)
Az y tengely, mint egyenes egyenletrendszere x = 0, y = 0. (1 pont)
A keresett metszéspont koordinataira tehat teljesiilnie kell az x = 0, y = 0, = 4+ 2z = 8 egyenleteknek. (1 pont)
Mivel ennek az egyenletrendszernek nincs megoldasa, a sik nem metszi az y tengelyt. (1 pont)

2. Legyen U tetsz6leges vektortér, V és W pedig U alterei. Mutassuk meg, hogy ekkor VN W is altere U-nak.

Megoldas:

Az el6addson tanult tétel szerint azt kell megmutatni, hogy ha a,b € VN W, X pedig valds szam, akkor Aa és a + b is
elemei V' N W-nek. (3 pont)
Mivel V' altere U-nak a,b € V-b6l kovetkezik, hogy Aa és a + b is eleme V-nek. (4 pont)

Mivel ugyanez W-r6l is elmondhatd, adédik, hogy ha a és b a metszetben van, akkor ott lesz Aa és a + b is, amint
bizonyitani kellett. (3 pont)

3. Hatdrozzuk meg a p valés paraméter minden olyan értékét, melyre az aldbbi a, b, ¢,d € R* vektorok fiiggetlen rendszert
alkotnak.

és d=

N = ==
s R
=
— =g



Megoldas:

A 4 vektor akkor lesz fiiggetlen, ha csak a trividlis linedris kombindciéjuk adja a nullvektort, (1 pont)
vagyis az

1 1 1 p|o0

1 1 p 1]0

1 p 1 1]0

p 1 1 1|0
egyenletrendszernek pontosan egy megoldésa van. (1 pont)

A Gauss-eliminécié sordan az elsé 1épések utan az

1 1 1 |0
0 0 p—1 1-p|0
0 p—1 0 1—-p|0
0 1-p 1—-p 1—-9p%210
egyenletrendszert kapjuk. (1 pont)

A 2. és 3. sort megcseréljiik, majd két esetet kiillonboztetiink meg aszerint, hogy p = 1 vagy sem.

Ha p = 1, akkor az utolsé hdrom sort torolni kell, igy nyilvan nem lesz egyértelmli megoldas, a vektorok ekkor tehat
nem fiiggetlenek. (1 pont)

Ha p # 1, akkor a Gauss-eliminéciot folytatva az

1 11 p|0

0 1 0 —-11]0

0 0 1 —-11]0

0 00 1—-p*+2(1—-p)|o0
egyenletrendszert kapjuk. (2 pont)
Ennek akkor és csak akkor lesz egyértelmii megolddsa, ha 1 — p? 4+ 2(1 — p) # 0, hiszen ekkor jon létre a 4. oszlopban
is vezéregyes. (2 pont)
Mivel 1 —p? +2(1—p) = (1 —p)(1 +p+2) ésp# 1, ez p # —3 esetén teljesiil. (1 pont)
A vektorok tehat a p =1 és p = —3 esetekben nem fiiggetlenek, p minden mds értékére igen. (1 pont)

. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a ¢ és d paraméterek minden értékére.

r+2z = 5
2r—y = 8
3r+6y+cz = d
Megoldas:
Gauss elimindcié soran az
10 2 5
0 1 4 2
0 0 ¢—30|d—27
egyenletrendszert kapjuk. (2 pont)
Ha ¢ = 30, d # 27, akkor az utolsé sor tilos sor, igy nincs megoldas. (2 pont)

Ha ¢ = 30,d = 27, akkor az utolsd, csupa 0 sort torolve meg is kapjuk az RLA-t, ahonnan a megoldds x =5 — 2p,y =
2 — 4p, z = p, ahol p tetszdleges valds szdm. (3 pont)



Ha ¢ # 30, akkor a Gauss-eliminaciét folytatva az

1 0 0|5—2&%
i-%7
01 02 42:%9
0 01 c—30
-t kapjuk, pont
RLA-t kapjuk 2
ahonnan a megoldds x = 5 — 2%, y=2- 4?:%, z= %. (1 pont)

. Egy 5 x 5-0s métrix determindnsanak definicié szerinti kiszamitasakor legfeljebb 20 nullatdl kiillonbozd szorzatot kapunk.
Mutassuk meg, hogy ekkor a métrix legaldbb 5 nulldt tartalmaz.

Megoldas:

Egy métrixelem a determinéns definicié szerinti felirdsakor 0sszesen 4! = 24 szorzatban jelenik meg szorzétényezéként,
egy 0 tehat 24 szorzatot tud “kinulldzni”. (4 pont)
Osszesen 5! = 120 szorzat van. (1 pont)
Ha legfeljebb 20 lesz nemnulla, akkor legaldbb 100 lesz 0. (0 pont)
Ha legfeljebb négy 0 lenne a matrixban, akkor legfeljebb 4-24 = 96 szorzat lehetne 0, hiszen minden 0 szorzat valamelyik
tényez&jének 0-nak kell lennie. (4 pont)
A 100 nullava valé szorzathoz tehat nem elég 4 nulla, legaldbb 5-re van sziikség. (1 pont)

(5 egyébként persze elég is, ha egy sor minden eleme 0.)

. Léteznek-e olyan 2 x 3-as A és 3 x 2-es B métrixok, melyek egyike seméll csupa 0-b6l, de az AB és a BA szorzatmétrixok
mindketten csupa 0-bdlallnak?

Megoldas:
Igen, vannak ilyenek, ennek bizonyitasadhoz elég egy példat mutatni. (2 pont)
J6 lesz példaul az, ha A bal fels6 és B jobb alsé eleme 1, az Gsszes tobbi elem pedig 0. (8 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2013. november 28.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Fzért az dtmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldaséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt lépések egy maximaélis pontszdmot éré megoldés vazlatdnak tekinthetsk.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kap-
csolédo gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként
szerepel a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek
puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként vala-
melyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut).

Ha valaki egy feladatra tobb lényegesen kiilonb6z6 megoldast ir le, akkor ezek koziil a legkisebb pont-
szamut kell értékelni.

Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megol-
donak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Otletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphato. Az atmutatoban szerepls részpont-
szamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo6 megoldas természetesen
maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit
bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Legyen A kettd rangt 2 x 3-as matrix. Mutassuk meg, hogy 1étezik olyan 3 x 2-es B matrix, melyre
AB a 2 X 2-es egységmatrix.

I S R S

Els6 megoldas. A rangfogalmak egyenl@sége miatt (determindnsrang) létezik A-nak olyan 2 x 2-es C'

részmatrixa, melynek determinénsa nem 0. (1 pont)
Alljon ez A i. és j. oszlopaibdl (1 <i < j < 3). (1 pont)
Mivel C' determinénsa nem 0, a tanult tétel szerint létezik inverze. (2 pont)
Legyen most B az a matrix, melynek az 4. sora a C~! matrix els6 soraval azonos, j. sora a C'~! matrix
masodik soraval azonos, (3 pont)
az i.-t6l és j.-t6l kiilonbozs sora pedig csupa (két darab) 0. (1 pont)
A matrixszorzas és az inverz tulajdonsagai alapjan lathato, hogy az AB szorzat ekkor csakugyan a
2 X 2-es egységmatrix, a keresett B matrix tehat valoban létezik. (2 pont)

Masodik megoldas. Ismert, hogy az AB szorzat i. oszlopa Ab;, ahol b; a B matrix . oszlopa. (1 pont)
Szintén ismert, hogy az A matrix és az x oszlopvektor szorzata nem mas, mint A oszlopainak az x

koordinataival, mint egytitthatokkal vett linearis kombinécidja. (2 pont)
A rangfogalmak egyenlGsége miatt (oszloprang) l1étezik A-nak két fiiggetlen oszlopa. (1 pont)
A oszlopai tehat a két koordinatas (ketté magas) oszlopvektorok terében generatorrendszert alkot-
nak, (2 pont)
tehat barmely két koordinatas oszlopvektor elGall e vektorok alkalmas linearis kombinacioja-
ként. (1 pont)
gy specialisan a 2 x 2-es egységmatrix oszlopai is elsallnak igy, (2 pont)

amibdl a fentiek szerint a kivant B matrix létezése kovetkezik. (1 pont)



Harmadik megoldas. Egy adott A maétrixhoz a kivant B-t megprobaljuk elemenként elallitani. Ez
az Alv; és Alvy egyenletrendszerek megoldasat jelenti, ahol v; a 2 X 2-es egységmétrix i. oszlopa, a
megoldasokbol pedig (ha vannak) dsszerakhatjuk B-t: az elsG rendszer megoldésai (sorrendben) adjak

B elsé oszlopat, a masodik rendszer megoldasai pedig B mésodik oszlopét. (3 pont)
A rangfogalmak egyenlGsége miatt (sorrang) A sorai fiiggetlenek, (1 pont)
az egyenletrendszerek Gauss-eliminacioval torténd megoldasa soran tehat a bal oldalon nem keletkezhet
csupa 0 sor, (2 pont)
igy nem kapunk tilos sort sem, (2 pont)
azaz mindkét egyenletrendszernek lesz megoldésa, (1 pont)
ahonnan a keresett B matrix létezése a fentiek szerint kovetkezik. (1 pont)

2. Legyen n > 10 egész szam. Az A n X n-es matrix rangja 10, a B n X n-es matrix rangja n. Hatarozzuk
meg AB rangjat.

R S S

Ismert, hogy egy méatrix rangja az oszlopai (mint vektorok) altal generalt altér dimenzidja. (1 pont)

Tudjuk tovabba, hogy az AB szorzat i. oszlopa Ab;, ahol b; a B métrix i. oszlopa, (1 pont)
és hogy az A matrix és az x oszlopvektor szorzata nem més, mint A oszlopainak az x koordinataival,
mint egyiitthatokkal vett linearis kombinécioja. (1 pont)
Az AB matrix oszlopai tehat mind A oszlopainak linearis kombinéacioi, (1 pont)
vagyis az AB oszlopai altal generélt altér része az A oszlopai altal generalt altérnek, (1 pont)
igy r(AB) <r(A) = 10. (1 pont)
Mivel B rangja n, a rangfogalmak egyenlGsége miatt (determinansrang) B determinénsa nem 0, (1 pont)
azaz B invertalhato. (1 pont)
Mivel A = (AB)B™! (itt felhasznaltuk, hogy a matrixszorzas asszociativ, de ezt nem muszdj megemli-
teni), (1 pont)
a fenti gondolatmenet alapjan r(A) = r((AB)B™') < r(AB) < r(A) = 10 is teljesiil, ahonnan
r(AB) = 10. (1 pont)

3. Létezik-e a siknak olyan linearis transzformacioja, mely az (1,0) vektorhoz a (0,1) vektort, a (0,1)
vektorhoz a (2,1) vektort, a (2, 1) vektorhoz pedig az (1,0) vektort rendeli?

R SR S S

Els6 megoldas. Jeloljiik a kérdéses transzforméciot A-val. Ha A lineéris leképezés, akkor az ezeket
definialo feltételek miatt A((2,1)) = A((2,0)) +.A((0,1)) = (4 pont)

= 2A((1,0)) + A((0, 1)), (3 pont)
azaz A((2,1)) =2(0,1)+ (2,1) = (2,3), (2 pont)
ami lehetetlen (hiszen A((2,1)) = (1,0) kéne hogy legyen), tehat A nem lineéris leképezés. (1 pont)

Masodik megoldés. Ha az (1,0) és (0,1) vektorok képeivel megadott transzformécio lineéris, akkor a
tanult modon felirhatjuk a matrixat valamely bazisban.

Ha ravaszul a szokasos bazist valasztjuk, akkor a méatrix (1) 1 )

ennek eredménye a (2,3) vektor,
ez viszont lathatéan nem az (1,0) koordinatavektora, vagyis a transzformacio nem linearis.
Ez azért persze olyan nagyon nem kiilénbo6zik az elsé megoldastol.

( )
( )
Ezzel a matrix-szal megszorozzuk a (2, 1) vektor koordinatavektorat, ami most épp sajat maga, (2 pont)
( )
( )

2 x
szam. Hatarozzuk meg x fiiggvényében a transzformacio képterét és magterét.

4. A sik egy linearis transzforméci6janak matrixa a szokésos bazisban ( ) , ahol x tetszéleges valos

R S SR S



Els6 megoldas. Mivel minden vektor el6all a (szokdsos) bazis vektorainak linearis kombinécidjakant, a

képtér a bazisvektorok képei altal generalt altér lesz. (2 pont)
A béazisvektorok képei épp a matrix oszlopai, vagyis az (1,2) és (2, x) vektorok. (1 pont)
Ha x # 4, akkor ezek nyilvan generéljak a sikot, vagyis ekkor a képtér az egész sik. (2 pont)
A dimenziotételt alkalmazva a magtér dimenzioja ekkor 0, vagyis a magtér csak az origobol all. (2 pont)

Ha = = 4, akkor a képtér a megoldas elején tett megallapitas szerint az (1,2) vektor szdmszorosaibol

all, (1 pont)
a magtér meghatarozasihoz pedig az ( 9 Z 8 ) egyenletrendszert kell megoldani. (1 pont)
A megoldasok azok az (z,y) vektorok, amikre teljesiil, hogy = + 2y = 0 (vagy mas szoval a (—2,1)
vektor szamszorosai). (1 pont)
Masodik megoldas. Keressiik meg el6szor a magteret. Ehhez a definici6 szerint az 9 4|0 | eeven-
letrendszert kell megoldani. (2 pont)
A Gauss-eliminacié elsé 1épése utéan az egyenletrendszer (1] . 3 A 8 (1 pont)
Ha z = 4, akkor az utolso, csupa 0 sort térolve megkapjuk a redukalt lépcsés alakot, abbdl pedig a
megoldast, miszerint azon (z,y) vektorok alkotjak a magteret, melyekre x 4+ 2y = 0. (1 pont)

Ha x # 4, akkor az utolso sort (x — 4)-gyel osztva majd a masodik sor kétszeresét az elsébdl levonva
kapjuk a redukalt 1épcsds alakot, abbol pedig az x = 0, y = 0 megoldast, azaz ekkor csak az origobol

all a magteér. (1 pont)
A képteret a masodik esetben egyszertibb meghatarozni: a dimenzidtétel szerint két dimenzios kell
legyen, igy nem lehet mas, mint a teljes sik. (2 pont)
. . 1 2 .
Az els6 esetben sokféleképp eljarhatunk, megszorozhatjuk példaul az ( 9 4 ) méatrixot egy tetszéleges
(x,y) vektorral, az eredmény az (x + 2y, 2z + 4y) vektor. (1 pont)
Az ilyen alaku vektorok alkotjak a képteret, vagyis azok, ahol a mésodik koordinata az elsé kétszerese
(ennek nyilvan kell teljesiilnie, ezek koziil pedig mindenki eléall ilyen alakban). (2 pont)

5. A sik egy lineéris transzformacioja a (2, 1) vektorhoz az (1, 1) vektort rendeli, az (1, 1) vektorhoz pedig
a (2,1) vektort. Hatarozzuk meg a transzformacio egy sajatvektorat és a hozzé tartozo sajatértéket.

S S R S

Els6 megoldas. Jeloljiik a linearis transzformaciot A-val. Az Gsszeadasra vonatkozé tulajdonsig miatt

A((2,1)+ (1,1)) = A((2,1)) + A((1,1)) = (1,1) + (2, 1), (4 pont)
vagyis a (2,1) + (1,1) = (3,2) vektort A sajat magaba viszi. (2 pont)
A definicio szerint tehat (3,2) a transzformacio egy sajatvektora, (2 pont)
a hozza tartozo sajatérték pedig 1. (2 pont)

Masodik megoldas. Jeloljik a linearis transzformaciot most is A-val. Szeretnénk felirni A matrixat a
szokasos bazisban, ehhez sziikségiink van az (1,0) és a (0, 1) vektorok képére. (1 pont)
A((1,0) = A2, 1) — (1,1)) = A(2, 1)) — A((1,1)) = (1,1) - (2,1) = (~1,0). (2 pont)
Itt akar meg is allhatunk, hiszen lathatéan az (1,0) sajatvektor —1 sajatértékkel, ha ez torté-
nik, akkor az els6 megoldasnél latottak szerint pontozzunk. Ha ehelyett inkdbb tovabbmegyiink:

A((0,1)) = A((1,1) = (1,0)) = A((1,1)) = A((1,0)) = (2,1) = (=1,0) = (3,1). (2 pont)
A keresett matrix innen _01 515 : (1 pont)
A sajatértékek a karakterisztikus polinom, azaz (—1 — \)(1 — \) gyokei, (1 pont)

0 0
szer megoldasaiként adodnak, (2 pont)

vagyis 1 és —1. Az 1-hez tartozé sajatvektorok a nem tulzottan bonyolult ( —23 8 ) egyenletrend-



ilyen pl. a (3,2) vektor.

(1 pont)

6. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az Gsszes olyan komplex megoldasat, amelynek a

valos és a képzetes része is pozitiv.
(=5V2 4+ V/2i)2° = 12 + 8i
X k% % % %

Osztés utan az egyenlet a 2° = —v/2 — v/2i alakot 8lti.

—v/2 — v/2i hossza 2,

az x tengellyel bezart szoge pedig 225°,

trigonometrikus alakja tehat 2 - (cos 225° + i sin 225°).

fgy az 6todik gyokeinek hossza v/2,

az 0todik gyokok x tengellyel bezart szogei pedig 45°, 117°,189°,261°, 333°.
Ezek koziil egyediil a 45° szdgl gyoknek pozitiv a valos és a képzetes része is,

méasképp is meg lehet adni).



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potzarthelyi feladatok, els6 p6tzh — pontozasi atmutato
2013. december 9.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Fzért az dtmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldaséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt lépések egy maximaélis pontszdmot éré megoldés vazlatdnak tekinthetsk.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kap-
csolédo gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként
szerepel a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek
puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként vala-
melyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut).

Ha valaki egy feladatra tobb lényegesen kiilonb6z6 megoldast ir le, akkor ezek koziil a legkisebb pont-
szamut kell értékelni.

Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megol-
donak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Otletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphato. Az atmutatoban szerepls részpont-
szamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo6 megoldas természetesen
maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit
bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Mely a valos szamokra teljesiil, hogy az ax + 2y + 3z = 4 egyenletd siknak és az 5= =

x—2 y—3 z—4
‘ _ 2 3
egyenletrendszeri egyenesnek nincsen kézos pontja?

I S R S

Els6 megoldas. Ahhoz, hogy a siknak és az egyenesnek ne legyen kdzos pontja, pontosan az sziikséges,

hogy parhuzamosak legyenek, de az egyenes ne legyen teljes egészében a sikban. (2 pont)
A parhuzamossiag pontosan akkor teljesiil, ha az egyenes (egyik) iranyvektora merdleges a sik (egyik)
normalvektorara. (2 pont)
Az egyenes iranyvektora (2,3,4), a sik normalvektora (a, 2, 3). (2 pont)
Ezek akkor mer6legesek, ha a skalarszorzatuk nulla, (1 pont)
azaz 2a + 6 + 12 = 0, ahonnan a = —9. (1 pont)
Hatra van annak az ellenérzése, hogy ekkor az egyenes benne fekszik-e a sikban. Mivel konnyen lathato,
hogy (példaul) az origb az egyenesen rajta van, a sikon viszont nem, a = —9 esetén a feltétel valoban
teljesiil (maskor pedig nem). (2 pont)

Masodik megoldas. Ahhoz, hogy a siknak és az egyenesnek ne legyen kozOs pontja, pontosan az
sziikséges, hogy a sik egyenletébdl és az egyenes egyenletrendszerébdl kapott, harom egyenletbdl allo

rendszernek ne legyen megoldasa. (2 pont)
Az egyenes egyenleteibdl x = £,y = %. (3 pont)
Ezt a sik egyenletébe beirva & + 22 4 3z = 4, (1 pont)
azaz (5 + %)z =4. (1 pont)
Ennek pontosan akkor nincs megoldasa, ha (% + %) =0, azaz ha a = —9. (3 pont)

2. Legyenek U és W a V vektortér alterei. Bizonyitsuk be, hogy U U W akkor és csak akkor altere
V-nek, ha vagy U C W, vagy W C U fennall.



* ok ok % Xk

UCWesettn UUW =W, W C U esetétn UU W = U, az U U W mindkét esetben nyilvan altér

lesz. (1 pont)
A masik irdny bizonyitdsahoz tegyiik fel indirekten, hogy U U W altere V-nek, de U C W és
W CU. (0 pont)
Ekkor léteznek olyan u és w vektorok, melyekre u € U\ W és w € W\ U. (2 pont)
Mivel mindkét vektor benne van U U W-ben és U U W altér, az alterek Osszeadasra valo zartsaga miatt
u+weUUW. (2 pont)
Igy w+w € U vagy u+w € W. 1 pont

( )
Az U altér skalarral szorzasra vald zartsaga miatt —1-u = —u € U. ( )
Ha tehat u+w € U, akkor az U altér osszeadésra vald zartsaga miatt (u+w)+ (—u) = w € U, (1 pont)
ami ellentmond w valasztasanak. ( )
Természetesen ugyanigy kapunk ellentmondast u +w € W esetén. ( )

3. Fiiggetlen rendszert alkotnak-e az
a) (1,1,1,3),(1,1,3,1)(1,3,1,1),(3,1,1, 1) vektorok?
b) (1,1,1,-3),(1,1,-3,1)(1,-3,1,1), (-3, 1,1, 1) vektorok?

*

*

X ok ok

a) A vektorok pontosan akkor lesznek fiiggetlenek, ha csak a trivialis linearis kombinéaciojuk adja a
nullvektort, vagyis az

111 3|0

113 1|0

13110

31110
egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van. (2 pont)
Az egyenletrendszer Gauss-eliminacioval

111 3|0

010 —-11/0

001 —11/0

000 10
alakra hozhato, (2 pont)
azaz a megoldas egyértelmii, a vektorok fiiggetlenek. (1 pont)

b) Eljarhatunk az a) esethez hasonloan, de egyszeriibb, ha észrevessziik, hogy a négy vektor dsszege a
csupa nulla vektor, tehat ezek a vektorok nem alkotnak fiiggetlen rendszert, (3 pont)
hiszen van olyan nem trivialis linearis kombinaciojuk, ami a nullvektort adja. (2 pont)

4. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a c valés paraméter minden értékére.

3r+dy+z = 4
20 +y+cz =
20 +4y = 6

o

b S R S

Az els6 és a harmadik, majd a mésodik és a harmadik egyenlet cseréje utan Gauss-eliminacioval az
12 0 3

egyenletrendszeraz | 0 1 —1 | 5 alakra hozhato. (3 pont)
00 c—=3|c+9

Ha ¢ # 3, akkor a harmadik sort (¢ — 3)-mal osztva (1 pont)



100[-7—2¢
c—3
és a Gauss-eliminaciot folytatvaaz | 0 1 0 5+ % redukalt 1épesés alakot kapjuk, (3 pont)
001 %
ahonnan a megoldas: © = —7 — 2%, y=>5-+ %, z= %. (1 pont)

Ha ¢ = 3, akkor az also sor tilos sor lesz, igy ekkor nincs megoldéasa az egyenletrendszernek. (2 pont)

5. Egy négyzetes matrixot nevezziink kellemesnek, ha determinansanak definici6 szerinti kiszamitasakor
pontosan 1 nullatol kiillonb6z6 szorzatot kapunk.

a) Mutassuk meg, hogy ha egy n x n—es matrix kellemes, akkor legalabb nullat tartalmaz.

b) Mutassuk meg, hogy tetszéleges n pozitiv egész esetén létezik n x n—es kellemes métrix, ami

n2—n

pontosan # nullat tartalmaz.
% % X * %

a) Konnyen lathato, hogy sorok cseréje nem befolyéasolja egy méatrix kellemes voltat, (2 pont)
feltehets tehat, hogy az egyetlen nem nulla szorzat a f6atlobeli elemekhez tartozik. (1 pont)
Az (i,j), illetve (j,7) pozicioban 1év6 elemek valamelyikének tetszéleges i # j esetén nullanak kell
lennie, (1 pont)
ellenkez6 esetben az 7. sorbol a j. elemet, a j. sorbol az i. elemet, a tobbi sorbdl pedig a f6atlobeli
elemet valasztva nem nulla szorzatot kapnank. (3 pont)
Mivel a kiilonb6z6 ilyen (1, j) parok szama "22_ ™ 63 a hozzajuk tartozo elemek kozott nincs két azonos,
csakugyan sziikséges, hogy a matrix legalabb # nullat tartalmazzon. (1 pont)

b) Egy olyan fels6 haromszogmatrix, melyben a f6atlo és minden (nem feltétlen kozvetleniil) a f6atlo
f6lott 16vs elem nullatol kiilénbozs, nyilvan jo lesz. (2 pont)

6. Legyen A = ( ; ; ) Hany olyan 2 x 2-es B métrix létezik, melyre AB = A?

I S S S

Ha B = Z Z ), akkor a matrixszorzas definicidja szerint a megadott feltétel az a + c = 1,2a + 2¢ =
2,b+d=1,2b+ 2d = 2 alakot 0lti. (5 pont)
A masodik, illetve a negyedik egyenlet az elsébdl, illetve a harmadikbol kovetkezik, tehéat az
a+c=1,b+d =1 egyenletrendszer megoldasainak szamara vagyunk kivancsiak. (1 pont)
Mivel tetszéleges a-hoz tartozik alkalmas c és tetszéleges D-hez tartozik alkalmas d, (3 pont)

a megoldasok szama nyilvan végtelen sok. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Potzarthelyi feladatok, masodik p6tzh — pontozasi atmutato
2013. december 9.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az dtmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt lépések egy maximaélis pontszamot ér§ megoldas vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kap-
csolodoé gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként
szerepel a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek
puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként vala-
melyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut).

Ha valaki egy feladatra tobb lényegesen kiilonb6z6 megoldast ir le, akkor ezek koziil a legkisebb pont-
szamit kell értékelni.

Annak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megol-
donak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Gtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphato. Az atmutatoban szerepld részpont-
szamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs jo megoldéas természetesen
maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit
bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.
1. Legyen A ketts rangi 2 x 3-as matrix. Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan 3 X 2-es B matrix,
melyre a BA matrix a 3 X 3-as egységmatrix.

X ok x % %

Tegyiik fel indirekten, hogy létezik ilyen B matrix. Ekkor a tanultak szerint B A oszlopai a B oszlopainak

linearis kombinacioiként allnak eld. (2 pont)
BA oszlopai tehat benne vannak a B oszlopai altal generalt altérben, (1 pont)
ami legfeljebb két dimenzios, hiszen B-nek csak két oszlopa van. (2 pont)
Mivel két dimenzios térben legfeljebb két vektor lehet fiiggetlen, (2 pont)
BA-nak legfeljebb 2 a rangja. (1 pont)
A 3 x 3-as egységmatrix rangja viszont 3, ezért nem lehet azonos a BA matrixszal. (2 pont)

2. Hatarozzuk meg az alabbi méatrix rangjat az x val6s szam fiiggvényében.

1 =1

1 11

2¢ 1 1
* ok ok %k

A rangot Gauss-eliminécioval hatarozzuk meg. Az elsé sort a méasodikbol és a harmadikbél levonva az

alabbi méatrixot kapjuk.
1 T 1

0 11—z 0 . (1 pont)
0 1—-222 1—2z2
Ha z = 1, akkor a méasodik és a harmadik sor cseréje utan gyorsan kideriil, hogy a redukalt lépcsds

alakban két vezéregyes lesz, (2 pont)
vagyis a matrix rangja 2. (1 pont)
Ha x # 1, akkor a masodik oszlopot (1 — z)-szel osztva, (1 pont)

majd a masodik sor (1 — 2x?)-szeresét a harmadikbol levonva az alabbi matrixot kapjuk.



1 x 1

01 0 : (2 pont)

00 1-—2x
Ha x = %, akkor a redukalt lépcs6s alakban két vezéregyes lesz, (1 pont)
vagyls a matrix rangja 2. (1 pont)
Ha x # %, akkor a harmadik oszlopot (1 — 2x)-szel osztva megkapjuk a harmadik vezéregyest, azaz a

matrix rangja ekkor 3. (1 pont)

Ha a Gauss-eliminécio el6tt kicseréljiik az els6 és a mésodik sort (meg esetleg az els6 és a harmadik
oszlopot), akkor a szamolas egyszertibb lesz. Mivel azonban ezek a lépések nem tartoznak a Gauss-
eliminiciohoz, meg kell emliteni, hogy nem valtoztatjak meg a rangot. Ennek hidnyaban sorcsere esetén
1, oszlopcsere esetén 2 pontot vonjunk le.

3. Létezik-e a siknak olyan lineéris transzformécioja, mely a (0,1) vektorhoz és az (1,0) vektorhoz is
az (1,1) vektort rendeli?

* ko ok ok Xk

Ha van ilyen linearis transzformacio (nevezziik A-nak), akkor A((x,y)) = A((z,0)) + A((0,y)) =

zA((1,0)) + 3A((0,1)) = (z + y,x + y). (3 pont)
Maésrészt az a transzformécio, ami az (x,y) vektort az (z + y,x + y) vektorba viszi, a (0, 1) vektorhoz
és az (1,0) vektorhoz is az (1,1) vektort rendeli, (1 pont)
tehat azt kell eldonteniink, hogy az (x,y) vektort az (z + y,x + y) vektorba vivs transzformacio
linearis-e. (2 pont)
Err6l a linearis leképezéseket definialé két tulajdonsag ellenérzésével konnyen meggy6zGdhetiink,
mindkét tulajdonsig igaz lesz. (2-+2 pont)

4. Az A matrixnak k sora és 2% oszlopa van. Az oszlopok (valamilyen sorrendben) éppen az sszes kii-
16nb6z8 k hosszusagu 0-1 sorozatok. Hany dimenzios annak az R2*-b6l R¥-ba mend lineéris leképezésnek
a magtere, melynek métrixa a szokasos béazisban A?

* ko ok ok Xk

Elgszor a képtér dimenziojat szamitjuk ki. Mivel a leképezés az RF-ba megy, a képtér legfeljebb k

dimenzios lehet. (1 pont)
Az A matrix definiciojabol latszik, hogy R* szokdsos bazisanak valamennyi vektora elall kép-
ként, (3 pont)
igy R¥ minden vektora el6all képként, (2 pont)
tehat a képtér dimenzidja pontosan k. (1 pont)
A magtér dimenzidja innen a dimenziotétel felhasznélasaval 2% — k. (3 pont)

5. Legyenek u és v egy linearis transzformécié kiilonboz8 sajatértékekhez tartozd sajatvektorai.
Lehetséges-e, hogy u + v is sajatvektora ugyanannak a transzformacionak?

R SR SR S

Az u és v vektorok tartozzanak rendre a A és p sajatértékekhez, ahol a feladat szerint A\ # p. A linearis

transzformaciot A-val jelolve A(u + v) = Au + pw. (2 pont)
Ha u + v sajatvektor a v sajatértékkel, akkor tehat \u + pv = A(u + v) = y(u + v), (2 pont)
ahonnan (A — y)u = (v — p)v, (2 pont)

vagyis az u és v vektorok egymés szamszorosai (mivel egyik sem nullvektor, tovibba A = v és u = v
p

egyidejiileg nem teljesiilhet), (2 pont)
ekkor azonban ugyanaz a sajatérték kéne, hogy hozzajuk tartozzon, ami ellentmondas. (2 pont)

3 komplex szam hosszanak (abszolut értékének) egész részét.

6. Hatarozzuk meg a (@ + @2)

* ko ok ok Xk



A tanultak szerint egy komplex szam k. hatvanyanak hossza azonos a komplex szdm hosszanak k.
hatvanyaval, igy elég a szam hosszat meghatarozni, majd koébre emelni. (4 pont

2 2
A hossz négyzete (@) + (@) — 3.

(

A szam hossza tehat /3, (
kobének hossza pedig igy 3v/3. (1 pont

(

(

tehat a kérdéses egész rész 5.

Természetesen a feladat megoldhato az els6 észrevétel nélkiil, de lényegesen tobb szdmolassal. Minden
szamolasi hibaért vonjunk le 1 pontot.



