Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2012. oktober 18.

1. Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(1;3;4) és a Q(3;6; 10)

z
pontokon és parhuzamos az =y+4= R egyenletrendszerd egyenessel!

2. Nevezziink egy R’-beli vektort Fibonacci tipustinak, ha a (foliilrél sza- _?
mitva) harmadiktol kezdve mindegyik eleme a f6l6tte allo két elem Gsszege. 9
Igy példaul a jobbra lathato vektor Fibonacci tipusi. Igaz-e, hogy a Fibo- 1
nacci tipusi vektorok alteret alkotnak R°-ben? 3

3. Legyen B = {b;,by,...,b,} és C = {c;,¢y,...,c,} két bazis a (tetsz6leges) V' vek-
tortérben. Bizonyitsuk be, hogy minden b, € B esetén taldlhato olyan ¢; € C, hogy
B\ A{b} U{ci} és C\ {c;} U{b;} egyardnt béazisok V-ben!

4. Dontsiik el, hogy a p és q valos paraméterek milyen értékeire van megoldasa az alabbi
egyenletrendszernek! Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset!
$1+3$2+5$3+ZC4—4$5 =3
201 + 11lay + 1224 — 325 = 11
4x1+9x2+26x3—2x4—|—p-x5 =9
3r1 + 1329 + Txs + 11y +q - x5 = 13
5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét a determindns definicidja szerint! (A meg-
oldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozo tételt vagy azonos-

sdgot, pusztan a definiciora alapozva hatarozzuk meg az értékét!)

0O 0 3 0 8
2 1 0 0 0
0 0 0 V5 0
2 0 0 0 4
0 2 3 0 0

6. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik /melyek igaz(ak) tetszéleges A négy-
zetes matrixral (E-vel jeloltiik az egységmatrixot, A¥ pedig azt a k tényezss szorzatot

jeloli, amelynek minden tagja A.)
a) Ha van olyan k > 1 egész szam, amelyre A¥ = E, akkor det A = 1 vagy det A = —1.
b) Ha det A = 1 vagy det A = —1, akkor van olyan k > 1 egész szam, amelyre A¥ = E.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldésat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2012. november 22.

1. Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitasok minden olyan n X n-es A matrixra,
amelynek van inverze!

a) Ha A els6 oszlopéanak minden eleme azonos, akkor A~'-ben az els6t kivéve min-
den sorban az elemek 6sszege 0.

b) Ha A-ban az els6t kivéve minden sorban az elemek dsszege 0, akkor A1 elss
oszlopanak minden eleme azonos.

2. Megvélaszthato-e a p paraméter értéke gy, hogy az aldbbi métrix rangja 3 legyen?
Ha igen, hogyan?

3 8 6 9 4 11
0 5 7 2 1 10
00 0 p p p
0 0 0 0 0 vp

3. Az A : R? — R3 linearis leképezés az (1;2) vektorhoz a (0;3; —3) vektort, a
(2;1)-hez a (3;3;0)-t rendeli. Igaz-e az (1;2;3) € Im A allitas?
4. Legyen A : R?> — R3 az a linearis transzformécio, amely egy tetszdleges
(z;y; 2) € R3 vektorhoz az (z + y; & + 2; 2 + 2y + 22) vektort rendeli.

a) lgaz-e, hogy az (1;2;5) vektor sajatvektora A-nak?

b) Van-e A-nak pozitiv sajatértéke?
(A feladat megoldasdhoz nem sziikséges megmutatni azt, hogy A valoban linearis

transzformacio. )

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenleteknek az 6sszes olyan komplex meg-
oldasat, amelynek a valos része és a képzetes része is pozitiv!

a) (7T—14) 2 =19+ 33 b) V2 2® = —100000 — 100000

6. Hanyféleképp lehet elhelyezni a sakktablan 3 vildgos és 4 sotét gyalogot?

(A sakktabla 8 x 8-as. Egy mezdre természetesen nem lehet egynél tobb babut tenni;
ettdl eltekintve a babuk elhelyezésénél a sakk szabalyaira nem kell tekintettel lenni.
Két esetet akkor tekintiink kiilonbozének, ha vagy van olyan mezd, amin az egyik
esetben nem all babu, a masikban igen, vagy van olyan mezd, amin nem azonos szint
babuk allnak a két esetben. A végeredmény szamszerd értékét megadni nem kell;
azonban a megoldasbol ki kell dertiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan
szamologéppel, ami csak a négy alapmiveletet ismeri!)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaids 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy més segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2012. december 3.

1. Egy sikra esnek-e a térben az A(1;5;3), B(7;11; =5), C'(10;14; —9) és D(12;6; —15)
pontok?

2. Az R-beli W altér alljon azokbdl a vektorokbol, amelyekben a (foliilrsl 92
szamitva) harmadiktol kezdve mindegyik elem a folotte allo két elem at- 10
laga. Igy példaul a jobbra lathato vektor W-beli. Hatarozzuk meg dim W 4

értékét! (A feladat megoldasahoz nem sziikséges megindokolni, hogy W 5’75

valoban altér.)

3. A p valos paraméter minden értékére dontsiik el, hogy igaz-e az e € (a, b, ¢, d) allitas

2 4 10 —4 0
a = 3 ’ b - 4 , €= 9 ) C_i - 0 es €= —2
—1 0 1 p p+4
4. Hatarozzuk meg az aldbbi determinans értékét!
2 4 2 8
5 10 9 15
4 8 7 10
3 7 6 5

5. Az n X n-es A matrix elsd oszlopanak minden eleme 1. A méatrix minden, nem az elsé
sorban és nem az elsG oszlopban 4allo eleme a téle balra és a felette talalhato két elem
osszege. (Képletben: a; j = a;—1; + a; ;-1 minden 2 < i,j < n esetén.) Mutassuk meg,
hogy det A = 1.

6. A 100 x 100-as A métrix bal fels6 sarkaban all6 50 x 50-es részmatrixanak minden
eleme 6, a jobb fels¢ sarokban all6 50 x 50-es részmatrix minden eleme —4, a bal also
sarokban all6 50 x 50-es részméatrix minden eleme 9, végiil a jobb als6 sarokban allo
50 x 50-es részmatrix minden eleme —6. Hatarozzuk meg az A?°2 matrixot (vagyis

annak a 2012 tagu szorzatnak az eredményét, amelynek minden tagja A).

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirésa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MAS ODIK zarthelyi potlasara

2012. december 3.

1. Dontsiik el, hogy létezik-e inverze az alabbi A matrixnak; ha igen, akkor szamitsuk
ki A inverzét!

1 =3 7
A= —1 3 —6
2 =5 12

2. Nevezziik egy szdmsorozatot félig szamtaninak, ha barmely elemérsl a kovetkezdre
atlépve a novekmény csak két kiilonbozs értéket vehet fel. (Igy példaul a 3, 7, 11, 12,
16, 17, 18 sorozat félig szamtani.) Az A méatrixra teljesiil, hogy az els¢ harom sora félig
szamtani sorozatot alkot (vagyis a sor elemein balrol jobbra végighaladva félig szamtani
sorozatot kapunk), az 0sszes tobbi sora pedig szamtani sorozatot alkot. Mutassuk meg,
hogy 1(A) <9 (ahol 1-rel a rangot jeloltiik).

3. Nevezziink egy R"-beli oszlopvektort konstansnak, ha minden eleme azonos. Legyen
A R" — R” linearis transzformécio és legyen B, illetve C' két bézis R™-ben. Tegyiik
fel, hogy by +by+ ...+ b, és ¢, + ¢+ ... + ¢, egyarant konstans vektorok ¢és az [A]
matrix minden oszlopa is konstans vektor. Mutassuk meg, hogy ekkor az [A], matrix
minden oszlopa is konstans vektor!

4. Hatarozzuk meg az alabbi matrix minden sajatértékét és a legnagyobb sajatértékhez
adjunk meg egy sajatvektort!
2 1
(3 3)

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenleteknek az 0sszes olyan komplex megol-

dasat, amelynek a valos része pozitiv!
a) —22_221@:3—42' b) 2%+ 125i = 0

6. Egy kisvaros 20 f6s onkorményzati képviselGtestiilete hdrom kiilonboz6 feladatra va-
laszt egy-egy bizottsagot (legyenek ezek A, B és C). Mindharom bizottsag 4 f6s és bér-
mely képvisel6 tobb bizottsdgban is lehet tag, de azt nem szeretnék, ha két bizottsagnak
teljesen azonos volna a tagsaga. Tovabbi cél, hogy a polgarmester (aki egyike a 20 kép-
viselének) pontosan egy bizottsdgban legyen tag a harom koziil (de az mindegy, hogy
melyikben). Hanyféleképpen valaszthatjak meg a harom bizottsagot?

(A végeredmény szamszerid értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy

alapmiiveletet ismeri!)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a koévetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

2012. december 11.

1. Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(2; —3;4) ponton
r—1 y+4
=T

2. Legyen V az [1, 10] intervallum, vagyis az 1-nél nagyobb-egyenls és 10-nél kisebb-

¢és tartalmazza az , 2 = —b egyenletrendszerd egyenest!

egyenlG valos szamok halmaza. Legyen V-n a @& miivelet a minimumképzés és tetszdle-
ges A € R és v € V esetén definidljuk A ©® v értékét tgy, hogy az v-vel legyen egyenld.
(Igy tehat példaul 25 =2, 3,14 @ 3,14 = 3,14 és 10009 = 9.) Vektorteret alkot-e
V az igy definidlt @ és ® miiveletekkel?

3. Tegytik fel, hogy a v,,v9,...,v, és a wy,w,,...,w, vektorrendszerek egyarant
linearisan fiiggetlenek a (tetszéleges) V' vektortérben. Mutassuk meg, hogy ha k < n,
akkor létezik olyan 1 < ¢ < n, amelyre a v;,vs,...,0;,w,; rendszer is linearisan

fiiggetlen!

4. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az aldbbi

egyenletrendszernek! Ha van megoldas, adjuk is meg az 0sszeset!

T+ 3x9 — dwg + 214 — 2205 =0

2r1 + 629 — 1023 + 24 — 1025 = 0

4dry + 1729 + 1324 — 815 = 15

3x1+11x2—7x3+12x4+(p2+1) - Ty :p+5
5. Az n X n-es A matrixra teljesiil, hogy a f6atloban all6 minden eleme 0 és barmely
1 <i<j<mnesetén a;; +aj; = 0 (ahol @;; a matrix i-edik sordnak és j-edik
oszlopanak keresztezddésében allo elemét jeloli). Mutassuk meg, hogy ha n paratlan,

akkor det A = 0.

6. Az A matrix minden eleme 0, 1 vagy —1 és a 0-tol kiilonbozd elemeinek szama

2012. Hatarozzuk meg az A - AT méatrix f6atlojaban allo elemeknek az Gsszegét!

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kévetkezd adatokat: név, Neptun-kod
Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimaélis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MAS ODIK zarthelyi potlasara

2012. december 11.

1. Dontsiik el, hogy létezik-e inverze az alabbi A matrixnak; ha igen, akkor szamitsuk
ki A inverzét!

A:

_ = O
_ o O O
[N N e
[l NI NI

2. Az A : R?* — R? linearis transzforméacié az (1;2) vektorhoz és a (3;4) vektorhoz
egyarant a (v/5,v/7) vektort rendeli. Igaz-¢ a (6;6) € Ker A allitas?

3. A p valés paraméter minden értékére legyen A, : R — R? az a linearis transzfor-
méacio, amely egy tetszéleges (z;y; 2) € R? vektorhoz az (z +y + ;42 + 2,y +p - 2)
vektort rendeli.

a) A p milyen értékeire teljesiil, hogy (1;1;1) sajatvektora A,-nek?

b) A p milyen értékeire teljesiil, hogy A = 3 sajatértéke A,-nek?
(A feladat megoldasahoz nem sziikséges megmutatni azt, hogy A, valoban linearis
transzformacio. )

4. Jelolje a 2 x 2-es A matrix féatlojaban allo két elemnek az Osszegét t. Igazak-e az
alabbi allitasok (minden 2 x 2-es A matrixra)?

a) Ha t sajatértéke A-nak, akkor det A = 0.

b) Ha det A = 0, akkor ¢ sajatértéke A-nak.

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az 6sszes olyan komplex megol-
dasat, amelynek a valos része negativ és a képzetes része pozitiv!

28 Z3
S
V3 — 5i V3 + 2i

6. Mikulas 20 ugyanolyan csokoladét oszt szét 5 gyerek kozott. Hanyféleképpen teheti
ezt meg?

(A csokoladék szétosztasara semmilyen megkotés nines; akar az is eléfordulhat, hogy
mind a 20-at ugyanannak az egy gyereknek adja. Két esetet akkor tekintiink kiilon-
bozének, ha van olyan gyerek, aki nem ugyanannyi csokoladét kapott a két esetben.
A végeredmény szamszerid értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamoldgéppel, ami csak a
négy alapmiveletet ismeri!)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod.
Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy maés segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi Gtmutato
2012. oktober 18.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tat6 minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldéasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az dtmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok al-
kalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Gtletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphat6. Az itmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas ter-
meészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(1;3;4) és a Q(3;6; 10) pontokon

P ’ Z o
és parhuzamos az =y+4= £ egyenletrendszeri egyenessel!
* * * k *

Jelolje a megadott egyenest e, a keresett sikot S, annak egy normalvektorat pedig n.

e iranyvektora v(3;1;5). (1 pont)
Mivel S parhuzamos e-vel, ezért n merdleges v-re. (1 pont)
n ugyancsak meréleges a ]@ vektorra (hiszen ez a két pont a sikban fekszik). (1 pont)
PQ =q—p=1(2;3;6) (ahol p és q a két pontba mutat6 helyvektorokat jelélik). (1 pont)
A fentiek miatt a F@ x v vektorialis szorzat jo valasztas n-re. (2 pont)
Ezt a tanult képlettel meghatarozva:
i oj k
POxv=|2 3 6|=(3-5-6-1)i—(2-5-6-3)j+(2-1—-3-3)k=(9;8 7). (2 pont)
3 1 5 -
A kapott normalvektor és P (vagy ) segitségével a sik egyenlete mar a tanult képlettel felirhato:
9z + 8y — 7z = 5. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a normalvektor meghatarozéasahoz nem sziikséges a vektoriélis szorzat fogalma:

valamivel tobb szamolassal a v-n = 0, PQ) - n = 0 sszefliggéseket felhasznélva is megkaphat6 egy
alkalmas n normalvektor.

2. Nevezziink egy R5-beli vektort Fibonacci tipustinak, ha a (foliilrél szdmitva) har-
madiktol kezdve mindegyik eleme a f6l6tte allo két elem Gsszege. Igy példaul a jobbra,
lathato vektor Fibonacci tipusi. Igaz-e, hogy a Fibonacci tipusi vektorok alteret al-
kotnak R®-ben?

WH DN W



S SR S S

Legyen a Fibonacci tipust, R5-beli vektorok halmaza F és legyen v = (xq, 9,23, 74,75)7 63
w = (Y1, Y2, Y3, Ys,ys5)" két F-beli elem és \ € R tetszbleges skalar.

ElGszor megmutatjuk, hogy v + w szintén F-beli. Ugyanis v + w harmadik eleme x5 + y3, ahol
T3 =2, + Ty 65 Y3 = Yy + 1o (mert v és w F-beliek). Igy v + w harmadik eleme (z1 + 1) + (22 +12),
vagyis valoban v + w elsé két elemének Osszege. Teljesen hasonléan lathaté be, hogy v + w negyedik
és otodik eleme is a folotte allo kettd Osszegével egyenls. (4 pont)
Most megmutatjuk, hogy A-v is F-beli. Ugyanis A-v harmadik eleme A-z3 = \(x1 +25) = Axq + Aza,
vagyis a A - v harmadik eleme az els6 ketts Osszegével egyenls. Ugyanigy indokolhato, hogy A - v
negyedik és 6todik eleme is a {6lotte allo ketts Osszege. (4 pont)
A fentiekbdl kévetkezik, hogy F olyan nemiires részhalmaza R®-nek, amely zart az dsszeadasra és a
skalarral szorzésra, igy a tanult tétel értelmében altér. (F valoban nemiires, hiszen példaul benne
van a nullvektor vagy a feladatban megadott konkrét vektor.) (2 pont)

3. Legyen B = {by,by,...,b,} és C = {c;,¢y,...,c,} két bazis a (tetszdleges) V vektortérben.
Bizonyitsuk be, hogy minden b; € B esetén talalhato olyan ¢; € C, hogy B\{b;}U{c;} és C'\{c,;}U{b;}
egyarant béazisok V-ben!

S SR S S

A feladat allitasat az egyszertiség kedvéért b,-re mutatjuk meg (hiszen B elemeinek szdmozasa
tetszbleges). Legyen W = (by, by, ..., b,). Ekkor C-ben van W-hez nem tartozo elem, kiilénben

W-ben C' n elemi linearisan fiiggetlen rendszert, B \ {b;} pedig (n — 1) elemi generatorrendszert
alkotna szemben a tanult tétel allitasaval. Legyen tehat C'\ W = {¢;,¢y,...,¢;} (C elemeinek

szamozasa szintén tetszéleges). (1 pont)
Mivel C' bazis, ezért (a tanultak miatt) b, pontosan egyféleképp éllithato el C' elemeibdl linearis
kombinacioval: by = y1¢; + Yacy + . .. + TnC,,- (1 pont)
Allitjuk, hogy a vi,%,...,7 egyiitthatok kozott van nemnulla. Ellenkez esetben ugyanis
by = Vr41Cpyq + - - + g, adédna, amibdl ¢, ..., ¢, € W miatt b, € W is kdvetkezne ellentmon-
dasban a B lineéaris fiiggetlenségével. (2 pont)

Legyen tehat v; # 0, 1 < j < k tetszoleges. Allitjuk, hogy ¢; megfelel a feladat allitdsanak.

El6sz6r megmutatjuk, hogy B\ {b;} U {c;} bazis V-ben. ¢; ¢ W-bdl az ,ijonnan érkezs vektor”
el6addson tanult lemmaja miatt adodik, hogy B\ {;} U {c;} linedrisan fiiggetlen rendszer.(1 pont)
Ha B\ {b;} U{c;} nem volna generatorrendszer, akkor létezne egy, az elemeibdl linedris kombiné-
cioval ki nem fejezheté w vektor. Ekkor azonban, ismét csak az ,jijonnan érkezd vektor” lemmaja
miatt B\ {b;} U {c;,w} is linedrisan fiiggetlen volna, ami ellentmond annak, hogy V-ben van n
elemii generatorrendszer (barmelyik bézis). Igy tehat B\ {b,} U {¢;} valoban bazis. (2 pont)
Most megmutatjuk, hogy C'\ {c;} U {b;} is bazis V-ben. b, biztosan nem fejezhets ki C'\ {c;}
elemeibdl linedris kombindciéval, mert a b, egyetlen, C' elemeibdl valo kifejezésében a ¢; egyiitthatoja
(nevezetesen ;) nem nulla. (2 pont)
Ha C'\ {¢;} U{b;} nem volna generatorrendszer, akkor — a fentiekkel analég médon — hozzavehets
volna egy tovabbi vektor a linearis fiiggetlenség megtartasaval, ellentmondasban azzal, hogy V-ben
van n elemi generatorrendszer. Igy tehét C'\ {c;} U {b,} is bézis, az allitast belattuk. (1 pont)



4. Dontstik el, hogy a p és g valés paraméterek milyen értékeire van megoldasa az alabbi egyenlet-
rendszernek! Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset!

r1 4 3x9 + drg + x4 — 45 = 3
2[[’1+11I2+121’4—3I5 =11

dxy + 929 + 2623 — 2204 +p- 25 =9
3x1+ 1320 + T3+ 1lzgs+q - x5 = 13

* ok ok ok Xk

A Gauss-eliminaciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:

1 3 5 1 -4 3 1 3 51 4| 3
2 11 0 12 -3|11 0 5 —10 10 50 5
49 2 -2 pl| 9 0 -3 6 —6 p+16| -3
3 13 7 11 ¢|13 0 4 -8 8 qg+12] 4
1 3 5 1 —4 |3
0 1 -2 2 101
1o o0 0 0 pr19lo (2 pont)

0 0 0 0 ¢+810
Ha p = —19 és ¢ = —8, akkor az utolsd két sor csupa 0, igy ezek elhagyhatok. Ekkor a Gauss-
eliminacio folytatasaval az alabbi redukalt 1épcsds alakot kapjuk (egyetlen tovabbi, vezéregyes folotti
elem ,kinullazasaval”):

1 0 11 -5 =710

01 -2 2 1 1) (1 pont)
Ekkor tehat végtelen sok megoldas van: z3 = a € R, 24 = f € R, 5 = v € R ,szabad paraméterek”,
1 =Ty+50 —1la, 1o =1 —v — 26+ 2. (2 pont)
Ha p # —19 vagy q # —8 (vagy mindkettd), akkor az eliminaciot folytatva az alabbi alakot kapjuk.
Valoban, ha példaul p # —19, akkor a harmadik sor (p + 19)-cel osztasa, majd a negyedik sorbdl a
harmadik (g + 8)-szorosanak a kivonasa és a kapott csupa nulla sor elhagyasa utan jutunk az alabbi
alakhoz (és analog a helyzet a ¢ # —8 esetben is).

1 3 5 1 —413

0o 1 -2 2 111 (2 pont)

0 0 0 0 110

Innen a vezéregyesek folotti nemnulla elemek (3 darab) ,kinullazasaval” kapjuk a redukalt 1lépcsés
alakot:

1 0 11 -5 010
0 1 -2 2 011 (1 pont)
0 O 0 0 11]0
Ekkor is végtelen sok megoldas van: x3 = a € R, x4y = € R, 1 =508 — 1la, x5 = 1 + 2a — 2,
x5 = 0. (2 pont)

Ha valaki szamolasi hibat vét, de egyébként a megoldas elvileg jo, az szamolasi hibanként 1 pont
levonést jelentsen. Ha a szdmolasi hiba kdévetkeztében a megoldés konnyebbé valik, akkor sajnos
csak a fenti gondolatmenetnek lényegében megfeleltethetd részekért adhaté pont. Ha egy megoldo
(akar helyes) szamolasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek a
szamitasok nem célratordek, nem mutatjak egy helyes megoldas iranyat, azért csak nagyon kevés
pont (maximum 2-3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fliggden.



5. Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét a determindns definicidja szerint! (A megoldasban
tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozo tételt vagy azonossagot, pusztan a
definiciora alapozva hatarozzuk meg az értékét!)

0 0
0
VB
0
0

SN O NO
N O O
W o OO oW
O = O O

ok % kX

A definicioban 6sszeadandoként szerepld szorzatok koziil csak azokat kell figyelembe venni, amelyek
nem tartalmaznak 0 tényezGt, mert a tobbi szorzat a determinans értékét nem befolyésolja.(1 pont)
Egy ilyen szorzatban tehat a harmadik sorbél csak a v/5 vélaszthato. (1 pont)
Az els6 sorbol 3 vagy 8 valaszthato. Az elébbi esetben az 6todik sorbol mér csak a 2-est valaszt-
hatjuk (mert a harmadik oszlopbol mar vettiink elemet), emiatt a masodik sorbol csak 2-est, igy
a negyedikbdl csak a 4-est véalaszthatjuk. Hasonl6an, ha az elsé sorbol a 8-ast vessziik, akkor a
negyedikbdl mar csak a 2-est, a masodikbol az 1-est és az 6t6dikbol a 3-ast valaszthatjuk. (2 pont)
Igy sszesen csak két nemnulla szorzat keletkezik: 3-2-v/5-4-2és8-1-+v/5-2-3. (1 pont)
A determinans értékének kiszamitasahoz mar csak az ehhez a két szorzathoz tartozo elGjelet kell
meghatarozni. Az els§ szorzathoz tartozd permutacio 3,1,4,5,2 (mert az els§ sorbol a harmadik
elemet vettiik ki, a masodikbol az els6t, stb). Ennek a permutacionak az inverzioszama 4 (az
inverzioban allo elemparok (3,1), (3,2), (4,2) és (5,2)). Mivel az inverzidszam paros, a szorzat

elgjele +. (2 pont)
Hasonléan, a masodik szorzathoz tartozé permutécio 5,2,4, 1, 3, ennek az inverzidészama 7, az elGjel
—. (1 pont)
Amint lathato, a két nemnulla szorzat abszolut értékben egyenls (mindkettd 48 - V/5), de az elGjelitk
ellentétes, igy a determinans értéke 0. (2 pont)

6. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik/melyek igaz(ak) tetszéleges A négyzetes mat-
rixral (E-vel jeloltiik az egységmatrixot, A* pedig azt a k tényezds szorzatot jeldli, amelynek minden
tagja A.)

a) Ha van olyan k > 1 egész szam, amelyre A* = E, akkor det A = 1 vagy det A = —1.

b) Ha det A = 1 vagy det A = —1, akkor van olyan k > 1 egész szam, amelyre A* = E.

* ok ok ok Xk

a) Az allitas igaz. Ugyanis A* = E miatt det(A*) = 1 adédik (mert det E = 1). (1 pont)
A determinansok szorzastételébdl kovetkezik, hogy det(A¥) = (det A)*. (2 pont)
Igy (det A)* =1, amibél det A = £1 valoban igaz. (2 pont)
b) Az allitas hamis; ennek igazolasara mutatunk egy ellenpéldat.
Legyen példaul A = ( 065 (2) ) (2 pont)
Ekkor det A=0,5-2—-0-0=1, (1 pont)
k
de a métrixszorzas definici6jabol azonnal adodik, hogy AF = ( 0’05 20k ) minden £ > 1

egészre, vagyis A¥ = F semmilyen k-ra nem teljesiil. (2 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi utmutato
2012. november 22.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az titmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldéaséanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximaélis pontszémot éré megoldés vazlatdnak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsol6do gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szereplé ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitasok minden olyan n x n-es A métrixra, amelynek van inverze!
a) Ha A els6 oszlopanak minden eleme azonos, akkor A~'-ben az els6t kivéve minden sorban az
elemek Osszege 0.
b) Ha A-ban az els6t kivéve minden sorban az elemek dsszege 0, akkor A~! els6 oszlopanak minden
eleme azonos.

R SR S S

a) Legyen A els6 oszlopanak minden eleme « és jeldlje az A~! métrix i-edik sordnak és j-edik
oszlopanak keresztezédésében allo elemet ¢; ;. Ekkor o # 0, kiilonben det A = 0 volna és igy A-nak nem

volna inverze. (1 pont)
Mivel A=! - A = E és az E els6 oszlopanak minden eleme a legfelsét kivéve 0, ezért a matrixszorzés
definicidja szerint ¢;1 -a+¢io-a+ ...+ ¢ - = 0 igaz minden 2 < ¢ < n esetén. (2 pont)
Ebbél a-val val6 osztas utan éppen azt kapjuk, hogy A~1-nek az i-edik soraban (i > 2 esetén) az elemek
osszege 0. Vagyis az allitas igaz. (1 pont)

b) Jelolje most z az A™! els6 oszlopat. Ekkor A- A™! = F miatt Az az egységmatrix els6 oszlopéval
egyenls — jeldlje ezt e;. (1 pont)

Jelblje az A els6 sordaban allo elemek 6sszegét 5. Ekkor 5 # 0, kiilonben az A minden sorédban az elemek
Osszege 0 volna, més szoval A oszlopainak az 6sszege 0 volna, vagyis A oszlopai linedrisan 6sszefiiggék
volnénak. Igy (a tanultak miatt) det A = 0 volna és igy A-nak nem volna inverze. (1 pont)
Legyen y az az oszlopvektor, amelynek minden eleme /3. Ekkor az A -y oszlopvektor i-edik eleme (a
méatrixszorzas definicidja szerint) az A matrix i-edik soraban allo elemek Gsszegének 1/p-szorosa. Vagyis
A-y=e. (2 pont)
Ezek szerint az A -z = e, linearis egyenletrendszernek megoldasa z = y és z = 2 is. Mivel azonban
det A # 0, ezért (a tanultak szerint) az A-x = e, linearis egyenletrendszer megoldasa egyértelm, vagyis
z =y. Igy z minden eleme azonos (épp 1/5), ez az allitas is igaz. (2 pont)



2. Megvalaszthato-e a p paraméter értéke ugy, hogy az alabbi matrix rangja 3 legyen? Ha igen, hogyan?

3 8 6 9 4 11
0 5 7 2 1 10
00 0 p p p
000 0 0 p

* ko ok ok Xk

Elgszor tegytik fel, hogy p # 0. Ekkor a harmadik és negyedik sort p-vel, az els sort 3-mal, a mésodikat
5-tel osztva lépcesGs alakt matrixot kapunk, amelyben 4 vezéregyes van. (2 pont)
Igy ilyenkor a méatrix rangja 4 (mert a Gauss-eliminaciot a redukalt lépesds alakig folytatva a vezér-
egyesek szdma mar nem valtozna meg). (2 pont)
Tegyiik most fel, hogy p = 0. Ekkor a harmadik és negyedik sor csupa 0, elhagyisuk a rangot nem
valtoztatja. (2 pont)
A maradék (és igy az eredeti) matrix rangja 2, mert az els§ sort ismét 3-mal, a méasodikat 5-tel osztva
két vezéregyessel bird lépesds alakot kapunk (és ez a redukalt 1épesds alakban is igy maradna).(2 pont)
Kovetkezésképp a matrix rangja p semmilyen értékére sem lesz 3. (2 pont)

3. Az A : R? — R linearis leképezés az (1;2) vektorhoz a (0;3; —3) vektort, a (2;1)-hez a (3;3;0)-t
rendeli. Igaz-e az (1;2;3) € Im A allitas?

R SR S S

Annak megéallapitasdhoz, hogy A mit rendel egy tetszdleges (,y) € R? vektorhoz, felirjuk (z,y)-t (1;2)
¢s (2; 1) linearis kombinaciojaként. Az (x,y) = a-(1;2)+ (- (2;1) egyenletbsl x = a+20 ¢s y = 2a+

adodik, amibdl (rovid szamolas utéan) o = 2;,% és B = MT*y jon ki. (2 pont)
Ebbdl, felhasznalva a linearis leképezés definiciojat:
2y —x 2v —y 2y —x 20—y
Alw) = A (255 @2+ 2 ) = 220 () + 2 afz) -
2y — 2 —
= y3 C(0:3-3) + T (3:3:0) = (20 — g+ g — 2y). (3 pont)

Igy (1;2;3) € Im A akkor igaz, ha van olyan (z,y) € R?, amelyre (2r—y; z+y; 2 —2y) = (1;2;3).(1 pont)
Azonban 2x —y = 1 és x + y = 2 felhasznalasaval x = 1 és y = 1 adodik, de ezekre x — 2y = 3 nem
teljesiil. Igy az allitas hamis. (4 pont)
Megjegyezziik, hogy a feladat megoldasahoz nincs feltétlen sziikség A altalanos ,képletének” felirdsara.
Lehet ugy is érvelni, hogy mivel (1;2) és (2; 1) bazist alkotnak a sikban, ezért minden v sikvektor felirhato
v=oa-(1;2) + B (2;1) alakban. Ebb6l (hasonléan a fentiekhez) A(v) = a - A((1;2)) + 8- A((2;1))
adodik. Vagyis Im A = ((0;3; —3),(3;3;0)), igy a feladat csak annak eldontése, hogy (1;2;3) ebben a
generalt altérben van-e.
4. Legyen A : R?* — R? az a linedris transzforméacio, amely egy tetsz6leges (z;y; z) € R? vektorhoz az
(x +y;x + 2z ¢ + 2y + 2z) vektort rendeli.

a) Igaz-e, hogy az (1;2;5) vektor sajatvektora A-nak?

b) Van-e A-nak pozitiv sajatértéke?
(A feladat megoldasdhoz nem sziikséges megmutatni azt, hogy A valoéban linearis transzforméacio.)

Xk ok k%

a) A feladatbeli képletbsl A((1;2;5)) = (3;6; 15) adodik. Vagyis A((1;2;5)) = 3+ (1;2;5). (2 pont)

Ez definicié szerint épp azt jelenti, hogy (1;2;5) sajatvektora A-nak. (3 pont)

b) A fentiekbdl az is kideriil, hogy A = 3 sajatértéke A-nak: valéban, van olyan v # 0 vektor, amelyre
A(v) =3 - v (nevezetesen v = (1;2;5)). (4 pont)
Igy A-nak van pozitiv sajatértéke. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy tovabbi (és a feladat megoldasanak szempontjabol sziikségtelen) munkéaval megke-
reshets A Gsszes sajatértéke (példaul gy, hogy A egy tetszdleges bazisban felirt matrixanak sajatértékeit
keressiik meg). Ebbdl kideriil, hogy A-nak a 3-on kiviil 1 és —1 is sajatértéke.



5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenleteknek az Osszes olyan komplex megoldasat, amelynek
a valos része és a képzetes része is pozitiv!

a) (T—i)-z=19+ 33 b) V2 - 2% = —100000 — 100000;
X ok ok k%
19 4 331
a) (7 —1)-vel osztva: z = # = (1 pont)
—1

(19 + 334)(7 + 1)

= = 1 pont
(7—i)(7 +1) (1 pont)

100 + 2502
= % = 2+ 5i. A kapott megoldasnak pedig a valos és képzetes része (2 és 5) is pozitiv.(2 pont)

b) —100000 — 100000 = 10°(—1 — ) = 10° - /2 - (cos 225° + i sin 225°). (1 pont)
Ebbél 25 = 105 (cos 225° + i sin 225°). (1 pont)
z tehdt {/10° (cos 225° 4 i sin 225°) valamelyik értéke lehet csak. (1 pont)
Alkalmazva a tanult képletet: z = 10 (cos (45° + k - 72°) + isin (45° + k - 72°)) valamely 0 < k < 4
értékre. (1 pont)
Ha a valos rész és a képzetes rész pozitiv, akkor a szog 0° és 90° kozott van. Ez csak a k = 0 esetben, a
45°-ra teljesiil. (1 pont)
Igy az egyetlen megoldas: z = 10 (cos45° + isin 45°) = 5v/2 + 5v/2i. (1 pont)

6. Hanyféleképp lehet elhelyezni a sakktablan 3 vildgos és 4 sotét gyalogot?

(A sakktabla 8 x 8-as. Egy mezdre természetesen nem lehet egynél tobb babut tenni; ettdl eltekintve
a babuk elhelyezésénél a sakk szabalyaira nem kell tekintettel lenni. Két esetet akkor tekintiink kii-
lonbo6zének, ha vagy van olyan mezd, amin az egyik esetben nem all babu, a masikban igen, vagy van
olyan mez@, amin nem azonos szind babuk allnak a két esetben. A végeredmény szdmszert értékét meg-
adni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan
szamologéppel, ami csak a négy alapmiveletet ismeri!)

O S S S

El6szor véalasszuk ki a 64 mezd koziil azt a harmat, ahova vilagos gyalogok keriilnek. A lehet&ségek

szama (az ismétlés nélkiili kombinécional tanultak szerint) < 5 )= (1 pont)
64 - 63 - 62
= - = 2 t
153 (2 pont)
Most a maradék 61 mez6 koziil kell kivalasztani azt a 4-et, ahova sotét gyalogok keriilnek. A lehetGségek
61
szama itt (4) = (2 pont)
61-60-59 - 58
= , 2
1234 (2 pont)

Mivel az el&szor mondott (634) lehetGség mindegyike (il) féeleképp folytathaté a masodiknak mondott
64 61\ 64-63-62-61-60-59-58

3> ' (4) T 1-2-3-1-2-3-4
Megjegyezziik, hogy ha a megoldas soran elGszor a sotét, utana a vilagos gyalogok helyét valasztjuk meg,
akkor az eredményt (6;14) . (630) alakban kapjuk meg (azonos gondolatmenettel); ez azonban szamértékét
tekintve azonos a fentivel. Egy harmadik megoldasi lehetGség volna, ha elGszor azt a 7 mez6t valasztjuk
ki, ahova gyalogok keriilnek, majd a valasztott 7 mez6 koziil (példaul) azt a 3-at, ahova a vilagosak.
Ekkor (674) . (g) alakban jon ki ismét csak ugyanaz az eredmény.

valasztassal, ezért az Osszes lehetGségek szama ( (3 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi Gtmutato
2012. december 3.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hatéaskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Az utmutatéban szerepld részpont-
szamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatoban leirttol eltérd jo megoldas természetesen
maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit
bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

1. Egy sikra esnek-e a térben az A(1;5;3), B(7;11;—5), C(10;14; —9) és D(12;6; —15) pontok?
X ok % k%

AB = OB — OA = (7;11;=5) — (1;5;3) = (6;6;—8) (ahol O az origot jeloli) és hasonloan

AC = (10; 14; —9) — (1:5:3) = (9;9; —12). (2 pont)
B és AC parhuzamosak (hiszen AC' = %A ), vagyis A, B és C' egy egyenesre esnek. (4 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy tetszélegesen vélasztott D pont esetén (igy a feladatban megadottra is) A, B, C
és D egy sikra esnek. (4 pont)

Masodik megoldas.
Felirjuk az A, B és D pontok altal meghatarozott sik egyenletét. Ennek normalvektora lesz minden, az

AB és AD vektorokra egyarant merdleges vektor. (1 pont)
Jo normalvektor lesz tehat példaul a AB x AD vektorialis szorzat. (1 pont)
AB = OB — OA = (7;11;=5) — (1;5;3) = (6;6;—8) (ahol O az origot jeloli) és hasonloan
zﬁ = (12;6; —15) — (1;5;3) = (11;1; —18). (2 pont)
AB x @—t a tanult képlettel meghatarozva:

i k

J
6 6 —8 |=(6-(—18)—=1-(=8))i—(6-(—18)—11-(=8))j+(6-1—6-11)k = (—100;20; —60).
1 1 —18 -
Ehelyett hasznalhatjuk normélvektornak a (—20)-adrészét, az n = (5; —1; 3) vektort. (2 pont)
A kapott normalvektor és (példaul) A segitségével az ABD sik egyenlete méar a tanult képlettel felirhato:
br —y+3z2=09. (2 pont)
Ebbe a C' pont koordinatait helyettesitve az egyenlet teljesiil, igy C' rajta van ezen a sikon, vagyis a négy
pont egy sikra esik. (2 pont)



2. Az R>beli W altér alljon azokbol a vektorokbol, amelyekben a (foliilrsl szamitva)

) 10
harmadiktol kezdve mindegyik elem a f6lotte allo két elem atlaga. Igy példéul a jobbra 4
lathato vektor W-beli. Hatarozzuk meg dim W értékét! (A feladat megoldasdhoz nem 7
sziikséges megindokolni, hogy W valoban altér.) 9,9
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w—(a, 30+ 3 1a+36,§a+55) (1 pont)
Ebbél w = « - (1, 0,;,% HT+5-(0,1,3,2,2). (2 pont)
Ezért az u = (1,0,%,1,2)" ésav=(0,1,3, % 2)T vektorok generatorrendszert alkotnak W-ben. (3 pont)
u és v linearisan fiiggetlenek is, mert nem tobbszorosei egymasnak. (2 pont)
Igy a fenti két vektort béazist alkot 1W-ben, (1 pont)
amibdl dim W = 2. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy a feladat megoldésahoz val6jaban nincs sziikség a fenti szamolasokra. Ha u jeloli a
W (egyetlen) (1,0,...)T kezdett, v pedig a (0, 1,...)T kezdetti elemét, akkor w = au+ v egyrészt W-beli
elem (mert W altér), masrészt az elsé két eleme o, illetve 3; igy w azonos W (egyetlen) (o, 3, ...)T kezdetii
elemével. Mar ez is mutatja, hogy u és v generatorrendszert alkot.

3. A p valés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy igaz-e az e € (a,b,c,d) é&llitds az alabbi
a,b,c,d,e € R® vektorokra!

2 4 10 —4 0
a = 3 7[_): 4 , C= 9 7C_i: O és €= —2
-1 0 1 D p+4

* ko ok ok Xk

A generalt altér definicioja szerint azt kell eldonteni, hogy léteznek-e olyan a, 3,7,6 € R skalarok, ame-

lyekre ava + b + ve + dd = e teljesiil. (1 pont)
Behelyettesitve a, b, ¢, d és e konkrét értékét, a 2a+45+10y—40 = 0, 3a+48+9y = -2, —a+vy+p-0 = p+4
lineéris egyenletrendszerre jutunk. (1 pont)
Erre a Gauss-eliminaciot alkalmazva:
2 4 10 —4 0 1 2 5 -2 0 1 25 -2 0
34 9 0 -2 | ~1 0 =2 —6 6| -2 |~(013 =3 1 (2 pont)
-1 0 1 »plip+4 0 2 6 p—2|p+4 000 p+4|p+2
Ha p 4+ 4 = 0, akkor ,tilos sor” keletkezik, igy az egyenletrendszernek nincs megoldésa. (2 pont)

Ha viszont p + 4 # 0, akkor az utols6 sor (p + 4)-gyel osztasa utan kapjuk a Lépcss Alakot. Ebben az
esetben tehat az egyenletrendszernek lesz megoldasa, mert a Redukalt LépcsGs Alakig hatralévs 1épések

soran ,tilos sor” mar nem keletkezhet. (3 pont)
Igy az e € (a,b, ¢, d) allitas pontosan akkor igaz, ha p # —4. (1 pont)
4. Hatarozzuk meg az alabbi determinéns értékét!

2 4 2 8

5 10 9 15

4 8 7 10

3 7 6 5

ok x % %
A determinans értékét a tanult médon, Gauss-eliminacidval hatarozzuk meg:
2 4 2 8 1 2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4
5 10 9 15 0 0 4 -5 0 1 3 -7 0 1 3 -7
48 710 %003 6| %003 6| %loo1 2| 0I="18
3 7 6 5 o1 3 -7 0 0 4 -5 0 0 0 3

Minden, a megoldas menetét érdemben nem befolyasold szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. A determi-
nénsra vonatkozo egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakado elvi hibék viszont darabonként
5 pont levonast jelentenek. Ilyen elvi hiba példaul, ha a megold6 egy sor konstanssal szorzasa, vagy sorok
cseréje utan nem, vagy hibasan koveti a determinans értékének megvaltozasat.



5. Az n X n-es A matrix elsé oszlopanak minden eleme 1. A métrix minden, nem az els§ sorban és nem az
elsé oszlopban 4llo eleme a téle balra és a felette talalhato két elem 6sszege. (Képletben: a; ; = a;—1 ;+a; j—1
minden 2 <4, j < n esetén.) Mutassuk meg, hogy det A = 1.

* ok ok ok Xk

Alulrol folfelé haladva az A minden sorabol (az els6t kivéve) vonjuk ki a folotte allot; a kapott matrix
legyen A’. A tanultak szerint det A’ = det A. (1 pont)
A’ els6 oszlopaban a legfelsé 1-est6l eltekintve minden elem 0. Igy példaul a kifejtési tételbé] kovetkezik,
hogy det A" megegyezik det B-vel, ahol B az A’ els6 soranak és els§ oszlopanak elhagyasaval kapott
(n —1) x (n — 1)-es matrix. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy B-re is fennallnak a feladatban A-ré6l mondott feltételek. EbbSl mar a méatrix
sorainak és oszlopainak szdmara vonatkozo teljes indukcioval kdvetkezni fog a feladat allitdsa: valoban,
egyrészt n = 1 esetén nyilvan igaz az allitds, masrészt det B = det A miatt — ha B-re valoban teljesiilnek
a feltételek és igy alkalmazhato ra az indukcios feltevés — det A = 1 is kovetkezik. (3 pont)
A masodik oszlopaban az elemek foliilrgl lefelé haladva egyesével novekednek — ez kovetkezik az
Qo = Q12 + a;1 és az a;; = 1 feltételekbdl. Tgy az A’-t elsallito lépések valoban csupa 1-est hoznak

léetre A’ mésodik oszlopaban és igy B els6 oszlopaban is. (2 pont)
Valasszunk most ki A-bol 5 elemet, amelyek a kovetkezSképpen helyezkednek el egymashoz képest:
q

p 2z |.Ekkor a feladat feltételébdl z = p 4+ q és © = y + 2 kovetkezik. Ezeket egymasbol kivonva:
y T
x—z=(y—p)+(z—q). Ez az egyenlet pedig valoban mutatja, hogy B-re is fennall a feladatbeli masodik
feltétel, mert az A" méatrixban x helyén x — z, y helyén y — p és z helyén z — ¢ all. (3 pont)

6. A 100 x 100-as A maétrix bal felsd sarkdban all6 50 x 50-es részmatrixanak minden eleme 6, a jobb
felsé sarokban allo 50 x 50-es részmatrix minden eleme —4, a bal alsé sarokban all6 50 x 50-es részmatrix
minden eleme 9, végiil a jobb als6 sarokban all6 50 x 50-es részméatrix minden eleme —6. Hatarozzuk meg
az A?°'2 matrixot (vagyis annak a 2012 tagi szorzatnak az eredményét, amelynek minden tagja A).

T S R S

A métrixszorzas definicidja szerint az A% méatrix bal felss sarkdban 4llo 50 x 50-es részmatrixdnak minden
eleme 50 - (6 -6 + (—4) - 9) = 0. (3 pont)
Hasonloan, az A? jobb felss, bal also, illetve jobb als6 sarkdban &ll6 50 x 50-es részmét-
rixdnak minden eleme is 50 (6-(—4)+ (—4) - (=6)) =0, 50-(9-6+ (—6)-9) =0, illetve

50+ (9 (—4) + (=6) - (=6)) = 0. (2 pont)
Igy tehat A% = 0, ahol 0 a 100 x 100-as nullmatrixot jeloli (amelynek minden eleme 0). (1 pont)
Mivel a 0-val végzett szorzas mindig a 0-t adja eredményiil, A?°'2 = 0 is igaz lesz. (4 pont)



Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

1. Dontstik el, hogy létezik-e inverze az alabbi A matrixnak; ha igen, akkor szamitsuk ki A inverzét!

1 =3 7
A= -1 3 —6
2 =5 12

* ko ok X

*

A~l-et a tanult modon, Gauss-eliminacioval szamolva:

1 -3 711 0 0 1 =3 7 1 0 O 1 =3 7 1 0 0
—1 3 =60 1 0 ~ 0 0 1 1 1 0 ~ 0 1 -2/-2 0 1 ~
2 =5 1210 0 1 0 1 -2 -2 0 1 0 1 1 1 0
1 -3 0|—-6 =7 0 1 0 0|—-6 -1 3
~lo 10 0 21|~[010 0o 21 (8 pont)
0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0
Igy A~! a fenti, a vonaltol jobbra esé matrix. (2 pont)

Minden, a megoldas menetét érdemben nem befolyasold szamolasi hiba 1 pont levonast jelent. Ha valaki
csak annyit allapit meg, hogy det A = —1 # 0, ezért az inverz létezik, de nem szamolja ki, az 3 pontot ér.
(Nem jar pontlevonas azért, ha valaki a fenti szamolas utan nem tér ki arra, hogy az inverz miért létezik
— hiszen ez a modszer helyes miikodésébsl implicite kovetkezik.) Ha latszik, hogy a megold6 a modszert
elvileg ismeri, de nem tudja kivitelezni, az legfoljebb 2 pontot érhet.

2. Nevezziik egy szamsorozatot félig szamtaninak, ha barmely elemérdl a kovetkezére atlépve a névekmény
csak két kiilonbozs értéket vehet fel. (Igy példaul a 3, 7, 11, 12, 16, 17, 18 sorozat félig szamtani.) Az
A matrixra teljesiil, hogy az els§ harom sora félig szamtani sorozatot alkot (vagyis a sor elemein balrdl
jobbra végighaladva félig szamtani sorozatot kapunk), az 6sszes tobbi sora pedig szamtani sorozatot alkot.
Mutassuk meg, hogy r(A) <9 (ahol 1-rel a rangot jeloltiik).

* ok %k ok ok

Jobbrdl balra haladva minden oszlopbdl (kivéve az els6t) vonjuk ki a téle balra allot. A kapott métrixot

jelolje B. A tanultak szerint 1(B) = r(A). (2 pont)
Mivel a negyediktél kezdve A minden sora szamtani sorozatot alkot, ezért B-ben ezek a sorok a masodiktol
kezdve csupa azonos elemet tartalmaznak (a megfelels szamtani sorozat differenciajat). (1 pont)
Hasonléan, B els6 harom sora olyan, hogy az elsé elemtdl eltekintve csak két kiilonbozé érték fordul el
benne: a megfelel§ félig szamtani sorozat kétféle névekménye. (2 pont)

A fentiekbdl kdvetkezik, hogy B oszlopai az els6t leszamitva csak 8 kiillonbozd oszlopvektor kozil keriil-
hetnek ki: az els§ harom elem megvalasztasara mindig két-két lehet&ség van, a negyediktsl kezdve pedig
méar csak egy. (3 pont)
Igy B-nek sszesen 9 kiilonbozé fajta oszlopa lehet. Ebbél pedig, felhasznéalva példaul az oszloprang defi-
nicojat, kovetkezik, hogy r(B) < 9: valoban, B-bdl 9-nél tobb oszlopot véalasztva lesz koztiik két azonos,
igy a valasztott oszlopok nem lesznek lineérisan fiiggetlenek. Igy tehat r(A) < 9 is igaz. (2 pont)
Megjegyezziik, hogy a feladat allitasanal valojaban tobb is igaz: 1(A) < 5 is teljesiil a feladat feltételeinek
megfelel6 A métrixra. Ez kovetkezik abbol, hogy a megoldasban irt B matrixbol az elsé oszlopat elhagyva
olyan B’ matrixot kapunk, amelynek a negyediktdl kezdve minden sora csupa azonos elembdl all. Mivel
barmely két ilyen sor koziil az egyik a masiknak skalarszorosa, ezért (a sorrang definicioja miatt) r(B’) < 4
kovetkezik. Visszavéve B els6 oszlopat kapjuk, hogy r(B) =1(A) < 5.



3. Nevezziink egy R™-beli oszlopvektort konstansnak, ha minden eleme azonos. Legyen A : R" — R”
linearis transzformacio és legyen B, illetve C' két bazis R"-ben. Tegyiik fel, hogy b, + b, + ... + b, és
¢ + ¢+ ...+ ¢, egyarant konstans vektorok és az [A]y méatrix minden oszlopa is konstans vektor.
Mutassuk meg, hogy ekkor az [A], matrix minden oszlopa is konstans vektor!

ok % kX

Alljon a C a ¢, ¢y, .. ., ¢, vektorokbdl és legyen ezek koziil egy tetszdlegesen vélasztott ¢;. Az [A], defi-
nicidja szerint azt kell megmutatnunk, hogy [A(c;)]. (vagyis a ¢; képének C szerinti koordinatavektora)
konstans vektor. (1 pont)
A tanult tétel szerint [A(c;)|; = [Alz - [cil5- (1 pont)
Mivel [A]; minden oszlopa konstans, ezért [A], minden sora azonos, igy (a matrixszorzas definicidja mi-
att) [A]; - [¢] 5 is konstans vektor lesz; legyen ennek minden eleme ~. (2 pont)
A fentiekbdl tehat A(c;) =y - (by +by+ ... +b,), ahol by, by, ..., b, a B vektorai. (1 pont)

Mivel by + b, + ... +0, ésc; + ¢, + ...+ ¢, egyarant konstans vektorok, ezért létezik egy olyan A szam,

hogy by + 0y + ... +b, = A (¢ + o +...+¢,), (2 pont)
hiszen ¢, + ¢, + ... + ¢, nem lehet a nullvektor (mert C' vektorai linearisan fiiggetlenek). (1 pont)
Ezt a fentibe helyettesitve: A(¢;) =~v-A- (¢ + ¢+ ... +¢,)- (1 pont)
Ez pedig épp azt jelenti, hogy [A(c;)], minden eleme v - A, amivel az allitast belattuk. (1 pont)

4. Hatarozzuk meg az alabbi matrix minden sajatértékét és a legnagyobb sajatértékhez adjunk meg egy
sajatvektort!
2 1
(3 1)

ok % ok ok

A tanult tétel szerint \ akkor és csak akkor sajatértéke a matrixnak, ha 2 ; A 4 i \ ’ =0, (1 pont)
azaz ha (2—\)(4—\)—1-3=0. (2 pont)
A kapott A2 — 6\ + 5 = 0 masodfoku egyenletet megoldva: a sajatértékek A =1 és A = 5. (1 pont)
Egy v = ( ‘; > vektor definici6 szerint akkor lesz a A = 5 sajatértékhez tartozo sajatvektor, ha A-v =5-v
és v # 0 (ahol A a feladatbeli matrixot jeldli). (2 pont)
A maétrixszorzas definicioja szerint ez a 2z + y = bz, 3x + 4y = 5y egyenletrendszerre vezet. (2 pont)

Mindkét egyenletbdl vy = 3x adodik, vagyis sajatvektor lesz minden olyan, a nullvektortol kiilonbozé

vektor, ami ennek a feltételnek megfelel. Igy példaul 5-héz tartozo sajatvektor a v = ( é ) . (2 pont)

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenleteknek az Gsszes olyan komplex megoldéasat, amelynek a
valos része pozitiv!

22 — 214
a) — ' =34 b) 2% 4 125i = 0
z
X ok ok k%
. 22 — 211
Atrend = = 1 t
a) Atrendezve: z PYyY (1 pont)
(22 — 214)(3 + 4i)
= = 1 t
(3 — 4i)(3 + 49) (1 pont)
150 + 252
= % = 6 + 7. A kapott megoldasnak pedig a valos része (6) pozitiv. (2 pont)
b) Atrendezve: 2° = —125i, igy z a /—125i valamelyik értéke lehet csak. (1 pont)
—125i = 125 - (cos 270° + i sin 270°). (1 pont)
Alkalmazva a tanult képletet: z = 5(cos (90° + k - 120°) + i sin (90° + k - 120°)) valamely 0 < k& < 2
értékre. (2 pont)
Ha a valos rész pozitiv, akkor a szog vagy 0° és 90° kozott, vagy 270° és 360° kézott van. Ez csak a k = 2
esetben, a 330°-ra teljesiil. (1 pont)
Igy az egyetlen megoldas: z = 5 (cos 330° + 4 sin 330°) = %g — gz (1 pont)

5



6. Egy kisvaros 20 {6s onkorményzati képviselGtestiilete hdrom kiilénb6z6 feladatra valaszt egy-egy bi-
zottsagot (legyenek ezek A, B és C). Mindharom bizottsag 4 {6s és barmely képvisel§ tobb bizottsagban
is lehet tag, de azt nem szeretnék, ha két bizottsagnak teljesen azonos volna a tagsaga. Tovabbi cél, hogy
a polgarmester (aki egyike a 20 képvisel6nek) pontosan egy bizottsédgban legyen tag a harom koziil (de az
mindegy, hogy melyikben). Hanyféleképpen valaszthatjak meg a hdrom bizottsagot?

ok k% ok

El6szor eldontjiik, hogy a polgarmester melyik bizottsagban lesz tag; erre nyilvan 3 lehet&ség van.(1 pont)
Abba a bizottsagba, amelyikbe keriilt, a polgarmester mellé a maradék 19 képvisels koziil 3-at kell

19
véalasztani. Erre a lehet&ségek szama nyilvan ( 3 ) = (1 pont)
19-18 - 17
= —. 1 t

Most kivalasztjuk A, B és C koziil (példaul) az elss olyannak a tagsagat, amely még nem dglt el. Mivel
a polgarmestertsl kiilonbozs 19 képvisel6bdl kell 4-et valasztanunk (mert a polgarmester mér t6bb

19
bizottsagban nem lehet tag), a lehet&ségek szama ( 4) = (2 pont)
19-18-17-16
T 1.2.3.4 (1 pont)

Végiil kivalasztjuk a harmadik bizottsag tagsagat is. Itt is a polgarmestertdl kiilonbozé 19 képvisels koziil
valasztunk 4-et, de a lehetdségek szdma most 1-gyel kevesebb, mint az el6bb, mert pontosan ugyanazt a

19
négy képvisel6t mar nem valaszthatjuk. Vagyis a lehet&ségek szama most (4 > — 1. (2 pont)

Mivel az elgszor mondott 3 lehetGség mindegyike (139) -féleképp folytathatd a masodik valasztassal; majd
az igy kapott 3 - (139) lehet&ség mindegyike (29) -féleképp folytathatd a harmadik valasztéssal; majd az igy
kapott 3 - (139) . (149) lehet&ség mindegyike ((149) = 1)—féleképp folytathato az utolsd valasztassal, az Gsszes
lehetGségek szama:

5. (19) (19 19) ) _ 4 19-18-17 19-18-17-16 (19-18-17-16 2 pon]
3 4 4 —2 123 1-2-3-4 1-2-3-4 ' pon




