Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2011. oktober 20.

1. Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(3;1; —1) ponton
¢s nincs kozos pontja az aldbbi egyenletrendszerekkel megadott ey és ey egyenesek

egyikével sem.

z—4

x Y z r—7 y+3
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5 7
azokbol a 2 x 2-es A matrixokbol all, amelyekre A- X = 0 teljesiil. (0 a 2 x 2-es, csupa

€1 -

2. Legyen X = ( ) s W = {A cR¥>?:A.X = 0}, vagyis a W halmaz

0 matrixot jeloli.) Igaz-e, hogy W alteret alkot a 2 x 2-es matrixok szokésos Osszeadés

és skalarral szorzas miuveletekkel vett vektorterében?

3. Egy 100 dimenzios V' vektortérben adott 100 kiilonbozé bazis. Bizonyitsuk be, hogy
a 100 adott bazis mindegyikébdl kivalaszthatod egy-egy vektor gy, hogy a kivalasztott

vektorok egyiitt szintén bazist alkossanak V-ben!

4. Dontsiik el, hogy a ¢ valés paraméter milyen értékeire van megoldasa az alabbi

egyenletrendszernek! Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset!

$1+2$2—5$3+$5:4

3r1 + 8x9 — 923+ 2204 + 315 = 2

—2x1 — D9 + Tx3 + 204 — 8x5 =6

21 4 629 — 4wy + - x4+ (¢ —15) - x5 = 13

5. Hatarozzuk meg (det A + det B) értékét, ahol A és B az alabbi méatrixok.

1 2 5 3 2 7 8 16
1 4 3 7 1 4 3 7
A= 3 9 13 19 B = 3 9 13 19
1 4 6 23 1 4 6 23
6. Az n X n-es A matrix f6atlojanak minden eleme n;) a matrix osszes tobbi eleme

n

——. Hatarozzuk meg az A" matrixot (vagyis annak a 2011 tényezss szorzatnak az
n

eredményét, amelynek minden tagja A).

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldaséat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2011. november 24.

1. Dontsiik el, hogy létezik-e inverze az alabbi A matrixnak; ha igen, akkor szamitsuk
ki A inverzét!
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2. Legyen A tetsz6leges matrix és legyen B az a matrix, amelyet A-bol nyeriink tgy,
hogy annak minden elemét 1-gyel megnéveljiik. Mutassuk meg, hogy r(B) < 1(A)+1
(ahol r-rel a métrixok rangjat jeloltiik).

3. Legyen A : R?® — R? linearis leképezés. Tegyiik fel, hogy A métrixa a B
és C' bazisok szerint az alabbi A matrix, ahol B = {(1;1;1),(0;1;1),(0;0;1)} és
C'={(2;1),(2;—1)}. Mit rendel A a (3;2;1) vektorhoz? (A feladat megoldasahoz
nem sziikséges megindokolni, hogy B és C valoban bazisok R3-ben, illetve R2-ben.)

3 5 1
A‘(2 3 2)

4. a) Mutassuk meg, hogy A = 2 sajatértéke az alabbi A matrixnak!
b) Adjuk meg A egy sajatvektorat!

3 2 0 0
0 2 2 4
A= 3 7 2 0
0 0 3 8

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az Gsszes olyan komplex megol-
dasat, amelynek a valos része negativ és a képzetes része pozitiv!

z5+7+3¢§
512 4 —+/3i

6. Hanyféleképp valaszthato ki 15 hazaspar tagjai (tehat osszesen 30 ember) koziil 10

=0

ember Ggy, hogy a kivéilasztott emberek kozott pontosan 3 hézaspér legyen?
(A végeredmény szamszerd értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szdmoldgéppel, ami csak a

négy alapmiveletet ismeri!)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldaséat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2011. december 5.

1. Az A(2;5;1), B(5;7;4), C(6;4;2) és D(9;7;5) pontokra adjuk meg az ABC'D tetra-
éder ABC' lapjahoz tartozo magassagvonalanak egyenletrendszerét! (Egy tetraéder egy
lapjahoz tartozo magassagvonala alatt a lap sikjara merdleges és a lapra nem illeszkedd
csucson athalado egyenest értjik. )

2. Legyen V a legfoljebb masodfoku, valos egyiitthatos polinomok (vagyis az? + bz + ¢
alaka kifejezések, ahol a,b,¢ € R) halmaza. Legyen V-n a & miivelet a polinomok
szokésos Osszeadasa; értelmezziik tovabba tetszbleges v = ax® +br +c €V és A € R
esetén az A @ v szorzast igy: A @ (ax® + bx + ¢) = ax® + bx + ) - c. Vektorteret alkot-e
V az igy definidlt @ és ® miiveletekkel?

3. A p valos paraméter minden értékére dontsiik el, hogy igaz-e a d € (a, b, ¢) allitas az
alabbi a, b, ¢, d € R* vektorokral

3 15 12 6
-1 0 6| . | 8
1 7 P 12

4. Tegyitik fel, hogy a vy,vs,...,v;90 vek- 5. Adjuk meg az alabbi determinans defini-
torok linearisan fiiggetlenek a V' (tetsz6- cid szerinti kiszamitasakor keletkezd Osszes
leges) vektortérben. Tegyiik fel tovabbéa, nemnulla szorzatot és ezek elGjelét!

hogy minden u € V, u # 0 esetén létez- 6 0 0 6 2
nek olyan aq, o, ..., a1 skaldrok, ame- 3 1 0 5 7
lyekre a v; +aju, vo+ou, . . ., Voo + 100U 0O 0 0 4 0
vektorok linedrisan Osszefliggdk. Hataroz- 9 8 3 1 2
zuk meg V' dimenziojat! 5 0 0 8 0

6. A 4 x 4-es A és B matrixok i-edik sordanak és j-edik oszlopanak keresztezddésében
allo elemet jelolje a; ;, illetve b; ; minden 1 <4, 5 < 4 esetén. Tegyiik fel, hogy
S t+7, haj=1,2, o 7, hai1=1,3,
“19—i—3, haj=3,4 " | 1—j, hai=24,
minden 1 < 7,7 < 4 esetén.
a) Hatarozzuk meg az A - B matrixot!
b) Hatérozzuk meg a B - A matrix determinénsat!

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-koéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirdsa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

2011. december 5.

1. Tegyiik fel, hogy az n xn-es A, B és C matrixokra az A- X = B egyenlet megoldhato,
de az A - X = C egyenlet nem. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan n X n-es D matrix,
amelyre a BX = D egyenlet nem megoldhato! (Az A- X = B egyenlet megoldhatosagan
azt értjik, hogy létezik olyan n x n-es X matrix, amelyre A - X = B fennall.)

2. Adjuk meg az alabbi matrix rangjat a p valés paraméter minden értékére!

2 8 6 4 2

1 2 -1 12 7
-1 -1 3 —-12 0

5 22 19 p p+3

3. Legyen A : R?> — R3 lincaris leképezés. Tegyiik fel, hogy A matrixa a B és C
bazisok szerint az alabbi A matrix, ahol B = {(2;3),(2;5)} és C = {¢y, ¢y, ¢3}, ahol
¢, = (1;2;1) (de ¢y és ¢ nem ismert). Hatarozzuk meg a ¢4 vektort, ha tudjuk, hogy A
a (6;11) vektorhoz az (1;6;7) vektort rendeli!

2 =3
A= —1 2
1 0

4. Az 5 x 5-0s A méatrix negyedik oszlopanak (feliilrél) a negyedik eleme 7, a negyedik
oszlop Gsszes tobbi eleme 0. (A matrix tobbi eleme nem ismert.)

a) Mutassuk meg, hogy A = 7 sajatértéke A-nak!

b) Adjuk meg A egy sajatvektorat!

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az Osszes olyan komplex meg-
oldasat, amelynek az argumentuma (valos tengellyel bezart szoge) 100° és 170° kozé
esik!

2 3411

285 4T

6. Hany kiillonboz6 3 x 3-as négyzetes részmatrixa van egy olyan 8 x 10-es (vagyis 8

sort és 10 oszlopt) méatrixnak, melynek minden eleme kiilonb6z3?

(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy
alapmdveletet ismeri!)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-koéd, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirdsa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznélhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2011. december 13.

1. A 2 +y — 32 = 2 egyenletd Sy és az x + Ty + 3z = 21 egyenletii Sy stkok esetében
dontstik el, hogy
a) rajta van-e a P(5;1;3) pont az Sy ¢és az Sy metszésvonalan;

b) merdleges-e egymasra Sy és So?

2. Tegyiik fel, hogy az w,us, ..., Ugg és @ Vy, Vs, ..., V10 Vektorrendszerek egyarant li-
nearisan fliggetlenek a V' vektortérben. Bizonyitsuk be, hogy a v, v, ..., vy vektorok
koziil kivalaszthato egy olyan v;, amelyre az u; +v;, uy +v;, . . ., ugg +v; vektorok szintén
linearisan fiiggetlenek!

3. Legyen V' (tetszbleges) vektortér, W < V altér V-ben és a,b,c € V

a V vektorai. Tegyiik fel, hogy a ¢ W, de aja + Bib + mic € W, ap Qo Qg
ot + Bob + yoc € W 6s aza + Bsb + ysc € W teljesiil valamely | B P2 B
aq, i, a3, 01, B2, B3, 71, V2, V3 skalarokra. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a o028
jobbra lathatd determinéns értéke 0!

4. Dontsiik el, hogy a ¢ valés paraméter milyen értékeire van megoldéasa az alabbi egyen-

letrendszernek! Ha van megoldés, adjuk is meg az Osszeset!

1+ 2x9+5r3+ 314 =1

201 + 929 + 3624, =7

4.7]1 + 5%2 + 26%3 — 6%4 =1

3x1 4+ 1029 + Txg + (¢ +25) x4 = ¢

5. Adjuk meg az alabbi determinans értékét, ha tudjuk, hogy az a, b, ¢, d valoés paramé-
terekre a + b+ c+d = 0.

a b c d
2 =5 1 2
3 =8 -1 6
-2 7 -2 -3

6. Léteznek-e olyan 3 x 3-as A és B matrixok, amelyekre A # B, de AC' = BC fennall
barmely nulla determinansi, 3 x 3-as C' méatrix esetén?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldésat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

2011. december 13.

1. A p valés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy létezik-e inverze az aldbbi A
matrixnak; ha igen, akkor szamitsuk ki A inverzét!

011
A=10 1 2
1 1 p

2. A 100 x 50-es (100 sortu és 50 oszlopt) A matrixra teljesiil, hogy a 100 x 100-as
egységmatrix oszlopai kozil kivalaszthato 50 kiilonbozs, amelyek mindegyike kifejezhetd
A oszlopaibdl linearis kombinacioval. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az A soraibol barmely
50 hosszusagu sorvektor kifejezhetd linearis kombinacioval!

3. Legyen A : V — V linearis transzformacio a (véges dimenzios) V' vektortéren és
legyen az A valamely (tetszGleges) bazis szerint felirt méatrixa A. Igazak-e mindig az
alabbi allitasok?

a) Ha Ker A tartalmaz a nullvektortol kiilonbo6z6 vektort, akkor det A = 0.

b) Ha det A = 0, akkor Ker A tartalmaz a nullvektortol kiilonb6z6 vektort.

4. Legyen V a térvektorok szokéasos vektortere és A : V' — V az a linearis transzformécio,
amely tetsz6leges (;y; z) € V vektorhoz az (x 4+ y + z; ¢ + z;y) vektort rendeli.

a) lgaz-e, hogy a (3;2; 1) vektor sajatvektora A-nak?
b) Igaz-e, hogy a A = —1 sajatértéke A-nak?
(A feladat megoldasdhoz nem sziikséges megindokolni, hogy A valoban linearis transz-
formécio. )
5. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan és az eredményt adjuk
meg algebrai alakban! (Z a z komplex szam konjugaltjat jeloli.)
10 20 9+ 3
N _|_ —

z z 2—1

6. A Nulladik Matematika Zarthelyi egy 15 kérdéshdl allo feleletvalasztos teszt, minden
kérdésre 5 lehetséges valasz (A, B, C, D vagy E) koziil lehet valasztani. Minden jo valasz
4 pontot ér, a hibas valaszokért 1 pontot levonnak, az iiresen hagyott valaszmezdért
sem pont, sem pontlevonas nem jar. Hanyféleképpen tolthette ki a tesztet az a hallgato,
akinek az eredménye 40 pont?

(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldéasbol ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy
alapmiveletet ismeri!)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkez6 adatokat: név, Neptun-kod.
Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldésat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2011. oktober 20.

Altalanos alapelvek.

A pontozési atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
taté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirésa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok al-
kalmazéasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Gtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az ttmutatdoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(3;1; —1) ponton és nincs kozos
pontja az alabbi egyenletrendszerekkel megadott e; és e; egyenesek egyikével sem.

x Y z r—7 y+3
e1: —=-—=— ey : =—=2-4
3 -6 2 2 -5
x x x % %
A két egyenes iranyvektora v, (3; —6;2) és vy(2; —5;1). (141 pont)
Mivel a keresett siknak nincs kozos pontja sem ej-gyel, sem es-vel, ezért mindkettével parhuza-
mos, (1 pont)
vagyis a normélvektorai merélegesek v,-re és v,-re. (2 pont)
A keresett siknak normalvektora tehat példaul a v, x v, vektoriélis szorzat. (1 pont)
Ezt a tanult képlettel meghatarozva:
gk
vxvy=|3 =6 2 |=((=6)1-2:(=5))i—(3-1-2-2)j+(3-(=5)—~(=6)-2)k = (4; 1; =3).(2 pont)
2 -5 1 -
A kapott normalvektor és P segitségével a sik egyenlete mar a tanult képlettel felirhato:
dr +y — 3z = 16. (2 pont)

Megjegyezziik, hogy a teljes értéki megoldashoz valojaban hozzatartozna annak ellenérzése is, hogy
a kapott sik nem tartalmazza sem e;-et, sem es-t; ehhez csupan egy-egy pontot kellene mutatni e;-en
és eo-n, amelyek nincsenek a kapott sitkon. Ennek hidnyaért ne vonjunk le pontot, viszont ha olyan
megoldo, aki egyébként nem kapna maximalis pontot, ellendérzi ezt, annak ezért 1 pontot adjunk.
Megjegyezziik tovabba, hogy a feladatbeli sik nem volna egyértelmt, ha ey és es parhuzamos volna; ez
nincs gy, mert v, és v, nem skalarszorosai egymasnak. A megoldasban azonban erre nem sziikséges
hivatkozni, mert a feladat szovegébdl feltételezhets, hogy a keresett sik egyértelmi. (Egyébként ha vy
és vy parhuzamos volna, akkor a megoldasban v, x v, = 0 adédott volna.) Természetesen a normal-
vektor meghatarozasahoz nem sziikséges a vektorialis szorzat fogalma: valamivel t6bb szamolassal a
v, -n =0, v, -n = 0 Ssszefiiggéseket felhasznalva is megkaphato egy alkalmas n normélvektor.



2 3
5 7
A maétrixokbol all, amelyekre A - X = 0 teljesiil. (0 a 2 x 2-es, csupa 0 métrixot jeloli.) Igaz-e,
hogy W alteret alkot a 2 x 2-es matrixok szokasos Osszeadas és skalarral szorzas mitveletekkel vett

2. Legyen X = ( s W ={AeR>?: A.- X =0}, vagyis a W halmaz azokbol a 2 x 2-es

vektorterében?

S SR S

Az el6adason tanultak szerint azt kell eldonteniink, hogy W' zért-e az 6sszeadasra és a skalarral szor-
zésra, vagyis barmely Aj, Ay € W és X\ € R esetén igaz-e, hogy A; + Ay € W és A- A; € W.(2 pont)
Ha A; + Ay € W, akkor A; - X =0 és Ay - X = 0. A tanult azonossag (a matrixszorzas disztributi-
vitdsa) miatt (A; + As) - X = A1 - X 4+ Ay - X, vagyis (A1 + A2) - X =040=0,igy Ay + A, € W

valoban igaz. (4 pont)
Hasonloan, (A- Ay) - X =X (A;-X),igy (M- A1) - X =X-0=0, igy \- A; € W is igaz. (3 pont)
Ezért a feladatbeli allitas igaz, W alteret alkot. (1 pont)

Megjegyezziik, hogy némi szamolassal belathato, hogy a feladatbeli X matrixra az A- X = 0 feltétel-
nek valojaban csak az A = 0 felel meg, igy W = {0}. Ennek megmutatasara azonban nincs sziikség
a feladat megoldasahoz. A teljes értéki megoldashoz azt viszont valojaban ellendrizni kellene, hogy
W nem iires; ez nyilvan igaz, hiszen a 0 benne van. Ennek hianyaért ne vonjunk le pontot, ha viszont
olyan megoldo, aki egyébként nem kapna maximalis pontot, ellenérzi W nemiires voltat, annak ezért
1 pontot adjunk. Megjegyezziik tovabba, hogy a fenti megoldés nem tamaszkodott arra, hogy X
épp a feladatban megadott konkrét matrix, ugyanez az allités tehat tetszéleges X maétrixra is igaz.
Ennek ellenére természetesen elegendd csak a feladatbeli konkrét X-re megoldani a feladatot.

3. Egy 100 dimenzios V' vektortérben adott 100 kiilonb6zd bazis. Bizonyitsuk be, hogy a 100 adott
bézis mindegyikébdl kivalaszthato egy-egy vektor gy, hogy a kivalasztott vektorok egyiitt szintén
bazist alkossanak V-ben!

* ko ok ok ok

Legyen a feladatbeli 100 béazis By, Bs, ..., Bigo. A kivant bazis elkészitéséhez sorra vessziik a bazi-
sokat és mindegyikbdl kivalasztunk egy-egy vektort gy, hogy az addig valaszott vektorok egyiitt
mindig linearisan fiiggetlen rendszert alkossanak. (1 pont)
Elindulasként valasszunk egy tetszéleges b, € By vektort; ez onmagaban valoban linearisan fiiggetlen
(lévén szo6 a linearisan fliggetlen B; rendszer egyik vektorarol). (1 pont)
Tegytik fel, hogy valamely 1 < ¢ < 100 esetén mar sikeriilt kivalasztani a b, € By,b, € Bo,...,b, € B;
vektorokat ugy, hogy by, b,,...,b; linearisan fiiggetlenek. Mivel V-ben van 100 elem linearisan fiig-
getlen rendszer (barmely bazis az), ezért a tanult tétel szerint minden generatorrendszer legalabb
100 elemd, igy by, b, ..., b, nem generatorrendszer. (2 pont)
Ezért a B;,; bazisnak is kell legyen olyan vektora, amely nincs benne a (b, ..., b;) generalt altérben;
ha ugyanis B;;; minden vektora kifejezhets volna a by, ..., b, vektorok linearis kombinéaciojaként, ak-
kor — mivel B;;; generatorrendszer, hiszen béazis — V' minden vektora is kifejezhets volna a by, ..., b,
vektorok linearis kombinaciojaként. (2 pont)
Valasszunk tehat egy tetszbleges (by,...,b;)-be nem tartozo, B;;i-beli vektort és legyen ez b, ;.
Ekkor b,,...,b;,b;,, valoban linearisan fiiggetlen, mert kiilénben az el6adason tanult lemma (az
sajonnan érkezé vektor lemmaja”) miatt b, € (by,...,b;) mégis igaz volna. (2 pont)
A fentiek szerint tehat megkaphaté a b, € By, by, € By, ..., byo9 € Bioo linearisan fliggetlen rendszer.
Allitjuk, hogy ez mar bazis is; ha ugyanis nem volna az (vagyis nem volna generatorrendszer), akkor
a fent leirt lépés tjabb megismétlésével (Bjg; helyére tetszéleges bazist képzelve) a by, ..., 0100, bio1
linearisan fliggetlen rendszert kapnank. Ez azonban ellentmondéas: mivel V-ben van 100 elemi gene-
ratorrendszer (barmely bazis az), ezért minden linearisan fiiggetlen rendszer legfljebb 100 vektorbol
allhat. Igy a kapott by, b, ..., b, rendszer valoban bizonyitja a feladat allitasat. (2 pont)



4. Dontsiik el, hogy a ¢ valos paraméter milyen értékeire van megoldésa az alabbi egyenletrendszer-
nek! Ha van megoldéas, adjuk is meg az Osszeset!

ZE1+2ZE2—5I‘3+ZL‘5:4

311 + 819 — 93 + 204 + 325 = 2

—2x1 — Dxo + Tr3 + 214 — 8x5 =6

21 4+ 629 — 4w+ c x4+ (¢ —15) - x5 = 13

* %k % kX

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:

1 2 -5 0 1] 4 1 2 -5 0 1] 4
3 8 -9 2 3| 2 0 2 6 2 0| —10
2 -5 7 2 8! 6 |7l 0o -1 -3 2 6| 14 ~
9 6 —4 ¢ c¢—15]13 0 2 6 ¢ c¢c—17| 5
1 2 -5 0 1] 4 1 2 -5 0 1 4
0 1 3 1 0| =5 0 1 3 1 0 5 |y on
“1l o0 0 o0 3 6] 9|l o o o0 1 —9 3 | (2 pont)
00 0 ¢—2 ¢—17| 15 00 0 0 3¢—21]21—23¢

Ha ¢ = 7, akkor az utols6 sor csupa 0, igy elhagyhato. Ekkor a Gauss-eliminéaci6 folytatasaval az
alabbi redukalt 1épess alakot kapjuk (két tovabbi, vezéregyes f6l6tti elem ,kinullazéaséaval”):
1 0 —-11 0 -3 20
0 1 3 0 2]-8 (2 pont)
0 0 0o 1 =2 3
Ekkor tehat végtelen sok megoldas van: z3 = a € R, x5 = g € R ,szabad paraméterek”,
1 =204 1la+ 38, 1o = =8 — 3a — 23, x4 = 3+ 2. (2 pont)
Ha viszont ¢ # 7, akkor az utolso sor (3c — 21)-gyel osztasaval és a vezéregyesek f6l6tti nemnulla
elemek (4 darab) ,kinullazasaval” kapjuk a redukalt lépcsds alakot:
1 0 —-11 0 0| 17
0 1 3 0 0] —6

00 01 0| 1 (2 pont)
0 0 0 0 1|-1
Ekkor is végtelen sok megoldas van: x3 = a € R, zy = 17 + 1la, 29 = —6 — 3a, 4 = 1,
x5 = —1. (2 pont)

Ha valaki szamolési hibat vét, de egyébként a megoldés elvileg jo, az szamolédsi hibanként 1 pont
levonast jelentsen. Ha a széamolasi hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor sajnos
csak a fenti gondolatmenetnek lényegében megfeleltethets részekért adhaté pont. Ha egy megoldo
(akar helyes) szamolasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek a
szamitasok nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldas iranyat, azért csak nagyon kevés
pont (maximum 2-3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fliggden.



5. Hatéarozzuk meg (det A + det B) értékét, ahol A és B az alabbi matrixok.
1 2 5 3 2 7 8 16
1 4 3 7 14 3 7
A= 3 9 13 19 B= 39 13 19
1 4 6 23 1 4 6 23

* ok % kX

A determinansokra vonatkozo, az el6adason tanult egyik tulajdonsag szerint az

142 2+7 548 3+16

1 4 3 7

3 9 13 19

1 4 6 23
determinéns értéke épp az A és B determinansanak osszegével egyezik meg. (5 pont)
Mivel a fenti determinéns két sora (az els§ és a harmadik) megegyezik, ezért (egy maéasik tanult tu-
lajdonséag szerint) az értéke 0. (4 pont)
Igy det A+ det B = 0. (1 pont)

A feladat természetesen megoldhato det A és det B (példaul Gauss-eliminacioval valo) kiszamitasa-
val is: ekkor det A = 8 és det B = —8 adodik. Ebben az esetben a det A + det B Gsszeadasért (a
fenti pontozasnak megfelelen) 1 pont jar, a maradék 9 pontbél pedig — amennyiben a megoldason
latszik, hogy a megoldé a determinédns kiszamitasanak modszerével egyébként tisztaban van — min-
den szamitasi hibaért 1 pont vonando le. Ha a megoldasban elvi hiba van (példaul sor vagy oszlop
konstanssal szorzésa vagy sorok vagy oszlopok cseréje esetén a determinans értéke megvaltozasanak
figyelmen kiviil hagyésa), akkor a szamitéasért (a det A + det B &sszeadason kiviil) 2-3 pontnal tobb
nem adhato; az is csak akkor, ha az elvégzett eliminacios 1épések egyébként a helyes cél iranyaba
mutatnak. Ugyancsak nem adhat6 2-3 pontnal tobb egy olyan megoldénak, aki ugyan helyes elimi-
nacios lépéseket végez, de ezek a szamitasok nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldas
irdnyat.

. . . - g —2
6. Az nxn-es A matrix f6atlojanak minden eleme , & matrix 0sszes tobbi eleme —. Hatarozzuk

n
meg az A?°'! métrixot (vagyis annak a 2011 tényez6s szorzatnak az eredményét, amelynek minden
tagja A).

T SR S

Els6 1épésként az A? méatrixot hatarozzuk meg.
A maétrixszorzas definicioja szerint A? f64tlojanak minden eleme

<";2>2+(n—4j-<§?)2: (2 pont)

(n—22+(Mn-1)-4 n?
n? T2
—2\ (-2 —2\?
Hasonléan, A%-ben a f6atlon kiviil minden elem 2 - (n ) (—) +(n—2)- (—) = (2 pont)
n

n n
:(—4)-(n—2)2+(n—2)-4:%:0. (1 pont)
n n
A fentiek szerint tehat A? = E (ahol E az n X n-es egységméatrix). (1 pont)
Mivel M -E = M minden M matrixra igaz, ezért A3 = A2 - A=F - A=A A*=A3 A=A A=F,
stb. Tehat az A paratlan hatvanyai A-val, paros hatvinyai E-vel egyenldk, igy A1 = A. (3 pont)
Az utolso 3 pontért indoklasnak elfogadhato az A20M = (A2)1005. A = F1995. A = F. A = A szamitas

is (akkor is, ha a megold6 az (A™)™ = A™™ azonossagot indoklas nélkiil hasznalja fel).

= 1. (1 pont)




Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2011. november 24.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasédnak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban val6ban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoéban szerepld részpont-
szamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas természetesen
maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatéra 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszéma szamit
bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Dontsiik el, hogy létezik-e inverze az alabbi A matrixnak; ha igen, akkor szamitsuk ki A inverzét!

1 0 0 2
1 0 0 3
A= 1 1 0 4
0O 1 1 5
x ok k% %
A~ et Gauss-eliminacioval szamolva:
1 0 0 2|1 0 0 O 1 0 0 2 1 0 0 0
1 0 0 3]0 1 0O O o 0 o0 1}-1 1 0 O
1 1 0 410 0 1 0 o 1 0 2]-1 0 1 0
O 1 1 50 0 0 1 0 1 1 5 0 0 0 1
1 0 0 2 1 0 0 0 1 0 0 O 3 =2 0 0
o 1 0 2|-1 0 1 0 0O 1 0 0 1 -2 1 0 (7 t)
00 1 3| 1 0 -1 1 00 1 0| 4 -3 —1 1 pon
o 0 o0 1/-1 1 0 0 O 0 0 1] -1 1 0 0
Igy A~1 létezik és nem mas, mint a fenti, a vonaltol jobbra esé matrix. (3 pont)

Minden szamolasi hiba 1 pont levonast jelentsen. Amennyiben a megold6 visszaszorzassal ellendrizve
észreveszi, hogy szamolési hibat vétett (de azt nem taldlja meg), a szamolési hibakért jaré pontlevonas
1-gyel csokkenthets, ha az Osszpontszam igy sem éri el a 10-et. Ha valaki csak annyit allapit meg, hogy
det A =1 # 0, ezért az inverz létezik, de nem szamolja ki, az 2 pontot érjen. (Nem jar pontlevonas azért,
ha valaki a fenti szamolés utdn nem tér ki arra, hogy az inverz miért létezik — hiszen ez a modszer helyes
miikodésébdl implicite kovetkezik.) Ha latszik, hogy a megold6 a modszert elvileg ismeri, de nem tudja
kivitelezni, az legfoljebb 1-2 pontot érhet.

2. Legyen A tetszOleges matrix és legyen B az a métrix, amelyet A-boél nyeriink tgy, hogy annak minden
elemét 1-gyel megnoveljitk. Mutassuk meg, hogy r(B) < 1r(A) 4 1 (ahol r-rel a matrixok rangjat jeloltiik).

* ok ok ok ok



A ¢&s B esetében is vonjuk le az els6 oszlopot az 6sszes tobbibdl; a kapott matrixokat jelolje A’ és B'.(2 pont)
Ekkor B’ és A’ csak az elsé oszlopukban kiilonbozhetnek, a tobbi oszlopuk mar azonos. (2 pont)
Tovabba r(A") = 1(A) és 1(B’) = 1(B), mert a Gauss-eliminaci6 (akar oszlopokon, akar sorokon végzett)
lépései a rangot nem valtoztatjak meg. (2 pont)
Ha a bizonyitando allitassal szemben 1(B) > 1(A)+2, vagyis r(B’) > 1(A’) +2 teljesiilne, akkor B oszlopai
koziil ki lehetne valasztani r(A’) + 2 linearisan fiiggetlent az oszloprang definicidja szerint. (2 pont)
Azonban ezek koziil az els6t elhagyva (ha az egyaltalan a kivalasztottak kozott szerepel) azt kapnank, hogy
A’ oszlopai koziil kivalaszthato r(A’) + 1 linearisan fliggetlen. Ez nyilvanvaloan ellentmond az oszloprang
definicidjanak, igy r(B) < r(A) + 1 valéban igaz. (2 pont)

3. Legyen A : R® — R? linearis leképezés. Tegyiik fel, hogy A matrixa a B és C béazisok szerint az
alabbi A matrix, ahol B = {(1;1;1),(0;1;1),(0;0;1)} és C = {(2;1),(2; —1)}. Mit rendel A a (3;2;1)
vektorhoz? (A feladat megoldésdhoz nem sziikséges megindokolni, hogy B és C' valoban bazisok R3 ben,

illetve R%-ben.)
3 5 1
A= ( 2 3 2 )

S SR S

3
(3:2:1) =3-(LL1)+(=1)- (0 ;1) + (=1) - (0;0; 1), igy [(3: 2]z = -1 |. (2 pont)
—1
A tanult tétel szerint [A((3;2;1))]c = [As.c] - [(3;2;1)]5. (2 pont)
3
) s s _ (3 5 1\ B _ 3 on
Elvégezve a szorzast: [A((3;2;1))]¢c = ( 5 3 o ) _} ( 1 ) (3 pont)
Ezért A((3;2;1)) =3-(2;1)+1-(2;—-1) = (8;2). (3 pont)

4. a) Mutassuk meg, hogy A = 2 sajatértéke az alabbi A matrixnak!
b) Adjuk meg A egy sajatvektorat!

w N N O
oo O = O

2
2
7
0
X ok ok

a) A tanult tétel szerint A = 2 pontosan akkor sajatérték, ha det(A — 2E) = 0, vagyis ha

1 2 0
g (; g g =0. (2 pont)
0 0 3 6
A fenti determinans negyedik sorabol a masodik sor mésfélszeresét levonva csupa 0 sort kapunk, igy
det(A — 2F) = 0 valoban igaz, ezért A\ = 2 sajatérték. (2 pont)
b) Mivel A = 2-r6l tudjuk, hogy sajatérték, ezért kereshetiink ehhez tartozo v sajatvektort. Vagyis
olyan v-t keresiink, amelyre A-v =2 -v. (1 pont)
x 3r + 2y 2z
Ha v = :Z , akkor A-v = éii?;igz és2-v = 3Z , (1 pont)
U 3z 4+ 8u 2u
vagyis az A-v = 2 - v egyenlet a 3v + 2y = 2x, 2y + 22 +4u = 2y, 3x + Ty + 22 = 22, 32 + 8u = 2u
egyenletrendszerre vezet. (1 pont)
Rendezés utan az els6 és a harmadik egyenletbdl x = y = 0, a méasik két egyenletbdl egyarant a z+2u =0
Osszefiiggés kovetkezik. (1 pont)
0 0
Vagyis sajatvektor minden v # O-raav= | o0 vektor (példaul tehat a v = _(2) ). (2 pont)

u 1



Megjegyezziik, hogy a b) feladat megoldasabol az a) feladat allitasa is kovetkezik: valoban, mivel a talalt
v # 0 vektorra A-v = 2- v teljesiil, ezért A = 2 definici6 szerint sajatértéke A-nak. Az a) feladatért jaro 4
pont természetesen ezzel az indoklassal is megszerezhetd. (Megjegyezziik még, hogy A-nak harom tovabbi
(irracionalis) sajatértéke is van, igy ezekhez is tartoznak sajatvektorok. Igy a b) feladatnak elvileg tovabbi
megoldasai is vannak, ezeknek a meghatéarozasa azonban szamologép nélkiil nagyon kériilményes volna.)

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az Osszes olyan komplex megoldasat, amelynek a
valos része negativ és a képzetes része pozitiv!
2° N T+3V3i
512 4—+/3i
* * * * *
T+3V3i  (T+3V3)(4+3i) 19+ 19V/3i .
4 —+/3i (4 — V/30)(4 + V/3i0) 19
Ezt behelyettesitve, 512-vel szorozva és atrendezve: z° = —512 — 5121/31. (
z tehat \5/ —512 — 512+/3i valamelyik értéke lehet csak. (1 pont
(
(

512 = 512v/3i = 1024 (4 — %3i) = 21° (cos 240° + i sin 240°).

Ebb6l v/ =512 — 512v/3i = 22 (cos (48° + k - 72°) + isin (48° + k - 72°)), 0 < k < 4. 1 pont
Ha a valos rész negativ és a képzetes rész pozitiv, akkor a szog 90° és 180° kozott van. Ez csak a k =

esetben, a 120°-ra teljesiil. (1 pont
Igy az egyetlen megoldas: z = 4 (cos 120° + isin 120°) = —2 + 2v/3i. (2 pont

6. Hanyféleképp valaszthato ki 15 hazaspar tagjai (tehéat dsszesen 30 ember) koziil 10 ember gy, hogy a
kivalasztott emberek k6zott pontosan 3 hazaspar legyen?

(A végeredmeény szamszert értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell dertiljon, hogy hogyan
lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri!)

X % % % X

El6szor valasszuk ki a 15 hazaspar koziil azt a harmat, amelyeknek mindkét tagja bekeriil a kivalasztando
5

10 ember kozé. A lehetéségek szama (az ismétlés nélkili kombinéacional tanultak szerint) ( 3 ) =(1 pont)

15-14-13

=% (1 pont)

A maradék hazaspéarok tagjai koziil most tgy kell valasztani 4 embert, hogy minden hazasparbol legfoljebb

csak egy tag valaszthato (kiilonben 3-nal tobb hazaspart tartalmazna a kivalasztott emberek halmaza).
Ezért valasszuk ki a maradék 12 hézaspar koziil azt a 4-et, amelyeknek egy-egy tagjat még bevessziik a
12
kivalasztand6 emberek kozé. A lehetGségek szama most (4) = (3 pont)
12-11-10-9
=— (1 pont)
Végiil az utobb kivalasztott 4 hazaspar mindegyikérdl el kell donteniink, hogy annak a férfi vagy a ng tagjat
vessziik be a kivalasztand6 emberek kozé. Mind a 4 esetben kétféle dontésiink van, igy a lehetGségek szama
(példaul az ismétléses variacional tanultak miatt) 2 = 16. (2 pont)
Mivel az el6szor mondott (135) valasztési lehetGség mindegyike (142) féeleképp folytathaté a masodiknak
mondott valasztéssal, majd az igy kapott 0sszesen (135) . (142) lehetség mindegyike 2* féleképpen fejezhetd
15 12 24_15-14-13-12-11-10-9-16
3 4 B 624 '
Bar a feladat szovege szerint az eredmény megadésahoz csak a négy alapmitvelet hasznalhatd, nem jéar
pontlevonas azért, ha valaki 2% értékét nem szamitja ki.

be, ezért az osszes lehetGségek szama ( (2 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2011. december 5.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasénak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hatéaskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoéban szerepld részpont-
szamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltéré jo megoldas természetesen
maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama szamit
bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

1. Az A(2;5;1), B(5;7;4), C(6;4;2) és D(9;7;5) pontokra adjuk meg az ABC'D tetraéder ABC' lapjahoz
tartozo magassagvonalanak egyenletrendszerét! (Egy tetraéder egy lapjahoz tartozé magassagvonala alatt
a lap sikjara merdleges és a lapra nem illeszked cstucson athalado egyenest értjiik.)

* ko ok ok ok

A keresett egyenesnek iranyvektora lesz minden, az ABC' lap sikjara mer6leges vektor. 1 pont)
Jo iranyvektor lesz tehat példaul a v = 1@ X 1@ vektorialis szorzat (vagy barmely, az 1@ és AC' vekto-
rokra egyarant meréleges vektor). (2 pont)
AB = OB — OA = (5;7;4) — (2;5;1) = (3;2;3) (ahol O az origot jeloli) és hasonloan
AC = 6;4;2) — (2;5;1) = (4;—-1;1). (1 pont)
v=AB x AC-t a tanult képlettel meghatarozva:
ik
Bx@ = 3 2 3 |=(2-1-3-(-1)i—(3-1-3-4)j+3-(~1)—2-4)k = (5;9; —11).(3 pont)
4 -1 1

A kapott iranyvektor és D segitségével a magassagvonal egyenletrendszere méar a tanult képlettel felirhato:
r—9 y—T7 z-5 3 £)
= = . on
) 9 —11 p
Természetesen az iranyvektor meghatarozasahoz nem sziikséges a vektorialis szorzat fogalma: valamivel

tobb szamolassal a v - AB = 0, v - AC' = 0 Gsszefiiggéseket felhasznalva is megkaphato egy alkalmas v
irdnyvektor.

2. Legyen V a legféljebb mésodfok, valos egyiitthatos polinomok (vagyis ax? + bx + ¢ alaku kifejezések,
ahol a, b, ¢ € R) halmaza. Legyen V-n a @ miivelet a polinomok szokésos Osszeadasa; értelmezziik tovabba
tetszéleges v = ax® +br+c € V és A € R esetén az A ® v szorzast igy: A @ (ax® +bx +c) = ax® +bx + \-c.
Vektorteret alkot-e V' az igy definialt & és ® miiveletekkel?

* ko ok ok ok

Példdul a v =22 + 2+ 1és A= p =1 valasztassal A+ p) Ov =20 (2> +zx+1) = 22 + z + 2, de
ANOvdpuoOv=10E*+z+ )10 (@ +x+1)=(2*+2+1)+ (2> + 2+ 1) = 22° + 22 + 2.(5 pont)

c sz

igy V nem vektortér az @ és ® miiveletekkel. (5 pont)



Természetesen a fenti axioma sériilésére sok jo példa mutathato (példaul a fentinél v = 2% és A = pu =1
még egyszertibb lett volna). A vektortér definicojaban szereplé axiomak koziil az Osszes tobbi teljesiil.
Bar ezek ellenérzése kozvetleniil nem visz kozelebb a feladat megoldasahoz, mégis, a maradék hét axioma
helyes leellenérzéséért legfoljebb 3 pont adhatd. (Ez a pontszam tehat nem az axiomak felsorolasaért jar,
ez bnmagaban az utmutato elején irtaknak megfeleléen nem ér pontot.) A feladat megoldhaté ugy is, hogy
kimutatjuk a 0 ®v = 0 tulajdonség sériilését (példaul a v = x? esetében). Egy ilyen megoldésban egyrészt
hivatkozni kell arra, hogy ez a tulajdonsag a tanult tétel (de nem a definici6) szerint minden vektortérben
érvényes, masrészt indokolni sziikséges, hogy a 0 miért a 0 polinom volna; ezek elmulasztasaért az elsg,
illetve a masodik esetben 2, illetve 3 pontnyi levonas jarjon.

3. A p valés paraméter minden értékére dontsiik el, hogy igaz-e a d € (a, b, ¢) 4llitas az alabbi a, b, ¢, d € R*
vektorokra!

3 15 12 6

-1 0 6 ) o 8

a=1 o 2= g T 7 | BT

1 7 D 12

X % % % X

A generéalt altér definicidja szerint azt kell eldonteni, hogy léteznek-e olyan «, 5, € R skalarok, amelyekre
aa + b+ ye = d teljesiil. (2 pont)
Behelyettesitve a, b, ¢ és d konkrét értékét, a 3a + 156 + 12y = 6, —a + 6y = 8, 2a + 83 + 7y = —9,
a+ 768+ p-~v =12 linearis egyenletrendszerre jutunk. (1 pont)

Erre a Gauss-eliminaciot alkalmazva

3 15 12| 6 1 5 4 9 1 5 4] 9
1 0 6] 8 0 5 10| 10 0 1 21 92 (1 pont)
29 8 7| -9 0 -2 1] -13 0 0 3| —9 P
1 7 pl| 12 0 2 p- 10 0 0 p—8| 6
1 5 4 9
0 1 2 9
~ 0 0 1 _3 ~ (2 pont)
0 0 0] 3p—18

Lathato, hogy ha 3p — 18 # 0, akkor ,tilos sor” keletkezik, vagyis az egyenletrendszernek nincs megoldasa.
Ha viszont 3p — 18 = 0, akkor az utolso sor elhagyhato és az egyenletrendszer megoldhato lesz. (2 pont)
Igy ad € (a,b, c) allitas pontosan akkor igaz, ha p = 6. (2 pont)
Megjegyezziik, hogy p = 6 esetén az eliminaci6 folytatasaval megkaphato az egyenletrendszer (egyértelmii)
megoldasa: « = —26, f = 8, v = —3. Azonban a kérdés megvalaszolasdhoz erre nincs sziikség.

4. Tegyiik fel, hogy a vy, v,, ..., vy vektorok linearisan fiiggetlenek a V' (tetszleges) vektortérben. Tegytik
fel tovabba, hogy minden u € V, u # 0 esetén léteznek olyan aq, s, ..., a0 skalarok, amelyekre a
Uy + 0q, Uy + ol . .., U0 + Qg0 vektorok linearisan 6sszefliggk. Hatarozzuk meg V' dimenzidjat!

* %k % kX

Megmutatjuk, hogy vy, ..., v;q, generatorrendszert alkotnak V-ben; ebbdl kovetkezni fog, hogy bézist is

alkotnak (hiszen a feladat szerint linearisan fliggetlenek), vagyis hogy dim V' = 100. (1 pont)
Legyen u € V tetsz6leges vektor; azt kell megmutatnunk, hogy w kifejezhets v, ..., vy, segitségével
linearis kombinacioval. (Ez u = 0-ra nyilvan igaz, elég u # 0-ra megmutatni.) (1 pont)
Felhasznélva a feladat feltételét w-ra: léteznek olyan «q,...,a100 skalarok, amelyekre a
U+ o, ..., U0 + igon vektorok linearisan Osszefiiggdk. Vagyis léteznek olyan Aq,..., Ao skala-

rok, hogy ezek nem mindegyike 0 és Aj(vy; + aqu) + Aa(vy + aou) + . .. + Ao (v109 + @100u) = 0. (2 pont)
Beszorzés, atrendezés és kiemelés utan:

AUy + AUy + A Aol + (Ao 4 Agag + ..+ Ajgotioo)u = 0. (1 pont)
Legyen = Mg + ...+ Agovigo- Ekkor 8 # 0, kiilonben a fenti egyenlGségbdl Ajvy + ... + Aigovi00 = 0

adodna, ellentmondéasban vy, ..., v, linearis fiiggetlenségével (hiszen Ay, ..., Ajgo nem mind 0). (3 pont

. A A A
Igy a fenti egyenlGségbdl atrendezés utan u = ~2y 2 — &Qloo adodik, vagyis az u-

BT BT T B

)
elgallito linearis kombinacio valoban létezik. (2 pont)



5. Adjuk meg az alabbi determinans definicio szerinti kiszamitasakor keletkezd Gsszes nemnulla szorzatot
és ezek elGjelét!

6 0 0 6 2
3 1 0 5 7
0O 0 0 4 O
9 8 3 1 2
5 0 0 8 0
x ok ok ok ok

Ha nemnulla szorzatot szeretnénk kivédlasztani, akkor a harmadik sorbol csak a 4-est valaszthatjuk; igy
az 0todik sorbol a 8-ast mar nem, csak az 5-0st valaszthatjuk (mert a negyedik oszlopb6l mar vettiink
elemet); hasonloan folytatva, az els6 sorbol csak a 2-est, ezért a masodikbodl csak az l-est, végil a
negyedikbél csak a 3-ast valaszthatjuk. Igy egyetlen nemnulla szorzat keletkezik: 2-1-4-3-5. (4 pont)
A fenti, egyetlen nemnulla szorzathoz tartozé permutéacio az 5,2,4,3,1 (hiszen az els§ sorbol a 5. elemet
vettiik, a méasodikbdl a 2.-at, stb). (2 pont)
Ennek a permutacionak az inverzioszama 8 (hiszen 8 inverzioban alléo par van: (5,2), (5,4), (5,3), (5,1),
(2.1), (4,3), (4,1), (3,1)). (2 pont)
Mivel az inverzidszam paros, ezért a szorzathoz tartozo elGjel: + (2 pont)

6. A 4 x 4-es A és B matrixok i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztez&désében allo elemet jeldlje
a; j, illetve b; ; minden 1 < 4,7 < 4 esetén. Tegytik fel, hogy

P— Z+], haj:l,Z, b — j’ hai:1’3’
& 9—i—j, haj=34; g 1—j, hai=24,

minden 1 <14,5 < 4 esetén.
a) Hatarozzuk meg az A - B matrixot!
b) Hatérozzuk meg a B - A méatrix determinansat!

a) A feladatbeli két méatrix:

2 3 5 4 1 2 3 4
3 4 4 3 0 -1 -2 -3

A=14 5 3 2| B=11 9 3 4 (3 pont)
5 6 2 1 0 -1 -2 -3

AzAmétrixi—ediksora(a a+1 7T—a 6—a),aBmétrixj—edikoszlopa(x l—z =« 1—x)T

alakd minden 1 < 4,7 < 4 esetén. Ezért az A- B matrix i-edik soranak és j-edik oszlopanak keresztez6désé-
ben all6 elem: ax+(a+1)(1—2)+(7—a)z+(6—a)(l—2) = ar+a—ax+1—2x+Tr—ar+6—6x—a+ax = T.
Ezért a 4 x 4-es A - B matrix minden eleme 7. (4 pont)
b) det(A - B) = 0, hiszen A - B minden eleme (igy minden sora) egyenls. A determinansok szorzéstétele
miatt det(B - A) = det(A - B) (mindkét oldal det A - det B-vel egyenld), ezért det(B - A) =0. (3 pont)
Az a) feladatban A - B kiszamitasat nem sziikséges a fenti részletességgel leirni; vildgosan kell latszania a
megoldésbol, hogy a megoldoé tisztaban van a matrixszorzéassal és latja, hogy az adott esetben miért a csupa
7 matrix az eredmény. A b) feladat megoldasaban természetesen hivatkozhatunk arra is, hogy det B = 0
(mert vannak azonos sorai), ebbdl is kévetkezik a determinénsok szorzastétele szerint det(B - A) = 0. S6t,

akar a szorzéstétel nélkiil is megoldhato a feladat: a B els6 és harmadik soranak egyenlGségébdl ugyanez
kovetkezik B - A-ra is, igy det(B - A) = 0.



Zarthelyi feladatok — a MASODIK zéarthelyi potlasara

1. Tegyiik fel, hogy az n x n-es A, B és C' méatrixokra az A- X = B egyenlet megoldhato, de az A- X = C
egyenlet nem. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan n x n-es D matrix, amelyre a BX = D egyenlet nem
megoldhato! (Az A- X = B egyenlet megoldhatosagan azt értjiik, hogy létezik olyan n X n-es X matrix,
amelyre A - X = B fennall.)

* ko ok ok 3k

Allitjuk, hogy det A = 0. Valoban, ellenkez6 esetben létezne az A~' méatrix, igy X = A~'C' megoldasa
volna az AX = C egyenletnek (mert A(A7!C) = (AA™1)C = EC = C), pedig AX = C a feladat szdvege
szerint nem megoldhato. (3 pont)
Ebbdl a determinénsok szorzastétele szerint det B = 0 kévetkezik: ha Xy megoldasa az AX = B egyenlet-
nek (ami a feladat szerint megoldhato), akkor det B = det(AXy) = det A-det Xy = 0-det Xy = 0.(3 pont)
det B = 0-bdl teljesen hasonloan kovetkezik, hogy ha a BX = D egyenlet megoldhato, akkor det D = 0.
Igy valoban van olyan D, amelyre BX = D nem megoldhat6: minden nemnulla determinanst D métrix
(példaul az egységmatrix) megfelel ennek a feltételnek. (4 pont)
Alternativ megoldasként belathato, hogy a D = C valasztas is megfelel a feladat feltételeinek: valoban, ha
X megoldasa volna a BX = D egyenletnek és X, pedig az AX = B-nek, akkor X5X; megoldéasa volna
AX = C-nek, szemben a feladat allitaséval.

2. Adjuk meg az alabbi matrix rangjat a p valés paraméter minden értékére!

2 8 6 4 2
1 2 -1 12 7
-1 -1 3 —12 0
5 22 19 P p+

A rang kiszamitasara a Gauss-eliminéciot alkalmazzuk (a feladatbeli matrix-szal inditva):

1 4 3 2 1 1 4 3 2 1
0o -2 -4 10 6 o 1 2 =5 -3 1 ;
"l o 3 6 -10 1 “lo o 0o 5 10 |~ (Lrowt)
0 2 4 p—10 p-—2 0 0 0 p p+4
1 4 3 2 1
AR o
0 0 0 0 4-—p
Ha p = 4, akkor az utolsé sor csupa 0 sor, igy elhagyhato. Ekkor a vezéregyesek szdma a kapott lépcsGs
alakban 3, igy a matrix rangja is ennyi. (3 pont)
Ha p # 4, akkor az utolsé sor (4 — p)-vel osztasa utan kapjuk a lépcsds alakot. Ekkor a vezéregyesek
szama, és ezzel a matrix rangja is 4. (3 pont)

Ha valaki szamolési hibat vét, de egyébként a megoldas elvileg jo, az szamoléasi hibanként 1 pont levonast
jelentsen. Ha a szamolési hiba kovetkeztében a megoldéas konnyebbé valik, akkor sajnos csak a fenti gondo-
latmenetnek lényegében megfeleltethetd részekért adhatd pont. Ha egy megold6 (akar helyes) eliminacios
lépéseket végez, de ezek nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldas iranyat, azért csak nagyon
kevés pont (maximum 2-3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fiiggden.

3. Legyen A : R? — R3 linearis leképezés. Tegyiik fel, hogy A matrixa a B és C bézisok szerint az alabbi A
matrix, ahol B = {(2;3),(2;5)} ¢s C = {¢;, ¢y, 3}, ahol ¢; = (1;2; 1) (de ¢, és ¢; nem ismert). Hatarozzuk
meg a ¢; vektort, ha tudjuk, hogy A a (6;11) vektorhoz az (1;6;7) vektort rendeli!

2 -3
A= -1 2
1 0



(6:11) =2 (2:3) +1-(2:5), igy [(6:10]s = ( - ). (2 pont)

A tanult tétel szerint [A((6;11))]c = [Ap.c] - [(6;11)] 5. (2 pont)
2 -3 1

Elvégezve a szorzast: [A((6;11))]c = -1 2 . ( ? ) = 0 (2 pont)
1 0 2

Ezért A((6;11)) = ¢; + 2¢5. (2 pont)

Mivel A((6;11)) = (1;6;7) és ¢; = (1;2;1), ezért ¢ = £((1;6;7) — (1;2;1)) = (0;2; 3). (2 pont)

4. Az 5 x 5-06s A matrix negyedik oszlopanak (feliilrél) a negyedik eleme 7, a negyedik oszlop 6sszes tobbi
eleme 0. (A métrix tobbi eleme nem ismert.)

a) Mutassuk meg, hogy A = 7 sajatértéke A-nak!

b) Adjuk meg A egy sajatvektorat!

* ok % kX

a) A tanult tétel szerint A = 7 pontosan akkor sajatérték, ha det(A — 7E) = 0. Mivel A — TE negyedik
oszlopa a feladat szerint csupa nulla, ezért det(A — 7E) = 0 igaz, igy A = 7 valoban sajatérték. (3 pont)
b) Mivel A = 7-rél tudjuk, hogy sajatérték, ezért kereshetiink ehhez tartozo v sajatvektort. Vagyis olyan
v-t kerestink, amelyre v #0és A-v="7"-wv. (2 pont)
Legyen v = ( 00010 )T. Ekkor A-v nem mas, mint az A negyedik oszlopa, vagyis ( 00070 )T
Ezért A-v = T7-wv valoban igaz, igy v sajatvektor. (5 pont)
Megjegyezziik, hogy a b) feladat megoldasabol az a) feladat allitasa is kovetkezik: valoban, mivel a talalt
v # 0 vektorra A - v =7 - v teljesiil, ezért A = 7 definici6 szerint sajatértéke A-nak. Az a) feladatért jaro
3 pont természetesen ezzel az indoklassal is megszerezhetd.

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az Osszes olyan komplex megoldasat, amelynek az
argumentuma (valos tengellyel bezart szoge) 100° és 170° kozé esik!

2 3411

3411i  (3+11i)(4+7i)) —65+ 650

1—7  (A—7)(4+7) 65 ! (2 pont)
Ezt behelyettesitve és 285-nel szorozva: 27 = —285 4 285, (1 pont)
z tehat /—2%5 4 285 valamelyik értéke lehet csak. (1 pont)
—285 4 2854 = 29 ( \} + f ) = 29 (cos 135° + 7 sin 135°). (2 pont)
Ebb6l v/ —285 + 285 = 2 (cos (15° + k - 40°) 4+ isin (15° + k - 40°)), 0 < k < 8. (1 pont)
A 15° 4 k-40°, 0 < k < 8 alaku szogek koziil 100° és 170° kozé csak a 135° esik (a k = 3 esetben).(1 pont)
Igy az egyetlen megoldas: z = 2 (cos 135° + isin 135°) = —v/2 4 /2i. (2 pont)
6. Hany kiilonbo6z6 3 x 3-as négyzetes részmatrixa van egy olyan 8 x 10-es (vagyis 8 soru és 10 oszlopt)

matrixnak, melynek minden eleme kiilonb6z6?
(A végeredmény szamszertd értékét megadni nem kell; azonban a megoldéasbol ki kell deriiljon, hogy hogyan
lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri!)
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Mivel a métrix elemei mind kiilonb6zdk, ezért egy 3 x 3-as részmétrix kivalasztasa nem maést jelent, mint

annak a 3 sornak és 3 oszlopnak a kivalasztésat, amelyek a részmétrixot meghatarozzak. (2 pont)
El6szor valasszuk ki a matrix 8 sora koziil azt a 3-at, amelyek a részméatrixban szerepelnek. A lehetéségek
szama (az ismétlés nélkiili kombinacional tanultak szerint) (2) (2 pont)

Ezutan véalasszuk ki a 10 oszlop koziil a részmatrixban szereplé 3-at; a lehetGségek szama (130). (1 pont)
g) valasztasi lehetGség mindegyike (130) féleképp folytathaté a masodiknak
m0§1d$tt6véllaoszt§sségal, ezért a lehetGségek szama Osszesen (g) . (130) = (3 pont)

6 6

Mivel az el@szor mondott (

(2 pont)



