Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2010. oktober 21.

1. Atmegy-e az origon az a sik, amely parhuzamos az 5z — 4y + 3z = 9 egyenlett
sikkal és amely tartalmazza a P(1;5;5) pontot?

2. Legyen V = R? a sikvektorok halmaza. Legyen V-n a @ mivelet a sikvektorok
hagyoményos 6sszeadasa; értelmezziik tovabba tetszéleges v € V és A € R esetén az
® szorzast az alabbiak szerint:

r\ [ Ay
l5)-(30)
Vektorteret alkot-e V' az igy definialt @& és ® miveletekkel?
3. Legyenek a, b, ¢ és d a (tetszbleges) V' vektortér vektorai, amelyekre d € (a, b, ¢)

és ¢ ¢ (a,b,d) teljesiilnek. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasokra melyik all fenn a
kovetkezd lehetGségek koziil:

(i) az allitas biztosan igaz;
(11) az allitas biztosan hamis;
(111) az allitas lehet igaz is és hamis is (V' és a, b, ¢ és d valasztéasatol fliggen).
a) c € (a,d) b) d € (a,b) c)be(acd
4. A t paraméter minden értékére dontsiik el, hogy létezik-e olyan y sorvektor, amelyre

y - A = c teljesiil, ahol az A maétrix ¢és a ¢ sorvektor az aldbbiak. Ha létezik ilyen y,
adjuk meg az Osszeset!

5 3 2
10 8 7

A=1 0 19 16 |0 <¢=(20 16 t)
5 -3 -7

5. Legyen egy parallelepipedon egyik csticsa az origd, az ezzel szomszédos harom csticsa
pedig A(0;1; —2), B(1;1;5), illetve C'(1;3; —1). Hatarozzuk meg a parallelepipedon
térfogatat!

6. Legyen A egy 50 x 100-as (50 sort és 100 oszlopt) méatrix. Tegyiik fel, hogy barho-
gyan is valasztjuk a b € R? vektort, mindig talalhato olyan o € R vektor, amelyre
A -z = b. Hatarozzuk meg A rangjat!

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok
2010. november 25.

1. Legyen adott a 2 dimenzioés V' vektortéren az A : V' — V linearis transzformécio
és a B = {by, by} bazis V-ben. Tegyiik fel, hogy az A matrixa a B bézis szerint az
alabbi A matrix. Hatarozzuk meg p és ¢ értékét, ha tudjuk, hogy A(b;) = bs.

4 ( p V2 )
g V3
2. Az aldbbi A matrixrol tudjuk, hogy A\ = 3 sajatértéke A-nak.
a) Hatarozzuk meg a p valos paraméter értékét!
b) Adjuk meg az A matrix egy sajatvektorat!

4 0 p
A=\ 5 7 7
1 1 5

3. Végezziik el az alabbi mtveleteket a komplex szamok halmazan (és az eredményt
adjuk meg algebrai alakban)!

a) (3+2i)? b) (1+ 174) : (34 14) ¢) ¥/=1000

4. Egy MIRNIXDIRNIX nevi orszaghan furcsa szabalyok szerint jatsszak a lottot:
egy szelvény kitoltése abbol all, hogy a jatékos az orszag nevének betiit Osszekeveri
és valamilyen sorrendben lefrja. (Igy példaul egy lehetséges szelvény igy nézhet ki:
XITIRXMNDNIRI.) Az orszag egyik lakoja ezen a héten harom szelvénnyel is szeretne
jatszani. Hanyféleképpen toltheti ki a harom szelvényt, ha arra azért szeretne vigyéazni,
hogy a szelvényei kozott ne legyen két ugyanolyan?

(A végeredmény szamszerd értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szdmoldgéppel, ami csak a

négy alapmdiveletet ismeri!)

5. Adjuk meg az alabbi kifejezés értékét (két tizedesjegy pontossaggal)!

() () () (1)

6. Egy faban csak két kiilonbozd fokszam fordul el6: az egyik fajta 9-szer, a masik
92-szer. Mi a szoban forgé két fokszam?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kdvetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2010. december 6.

1. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely atmegy a P(12;1;7)
y—2 —z—1
3 4
2. Legyen V (tetszbleges) vektortér és W < V' egy altér V-ben. Legyenek a, b és ¢ a

V' vektorai, amelyekre a € W, b ¢ W, ¢ ¢ W teljesiilnek. Dontsiik el, hogy az alabbi
allitasokra melyik all fenn a kdvetkezd lehetGségek koziil:

ponton és merdlegesen metszi az x —3 =

egyenletrendszerd egyenest!

(i) az allitas biztosan igaz;

(11) az allitas biztosan hamis;

(111) az allités lehet igaz is és hamis is (V, W, a, b és ¢ valasztasatol fiiggéen).
a) 2ce W b)a+beW c)a+b+ceW

3. A p paraméter minden értékére dontsiik el, hogy az alabbi linearis egyenletrendszer
megoldhato-e és ha igen, adjuk meg az 6sszes megoldéasat!

r1+r3+3r4+8xs = 4
201 4+ 3x9 + 8x3 + 624 + 1005 = 17
3r1 + 229+ 723+ 1204+ 85 = 21
201 + 429+ 1023 +8x4+p -5 = 22
4. Az aldbbi determinéns definicio sze- 5. Hatarozzuk meg azt az A matrixot,
rinti kiszamitasakor amelynek az inverze az alabbi B matrix!

a) hany nemnulla szorzat keletkezik;
b) milyen elGjelet kap az a szorzat,

0 4 7

. . e ?
amelynek az egyik tényezdje 37 B— 0 1 92
0 0 2 1 -1 2

6. A nullméatrixtol kiilonbozs, tetszéleges A matrix rangjat jeldlje r. Mutassuk meg,

hogy léteznek olyan Ay, Ao, ..., A, matrixok, amelyek mind 1 rangtiak és amelyekre
A+ A+ ...+ A=A

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kévetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszéam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldaséat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara
2010. december 6.

1. Legyen V a térvektorok szokasos vektortere, A : V' — V lineéris transzformécio
és B = {by, by, b3} bazis V-ben. Tegyiik fel, hogy b, = (1;2;3), by = (2;3;4) és A
méatrixa a B bazis szerint az alabbi A métrix. Hatarozzuk meg a by vektort, ha tudjuk,
hogy A(by + by + b3) = (3;6;5)!

3 =5 3
A=1|4 -2 =2
4 —6 3
2. A (5 x 5)-6s A matrix f6atlojanak 3. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi
minden eleme 2, a méatrix 0sszes tobbi egyenletnek az 0Osszes olyan komplex
eleme 1. megoldéasat, amelynek a valos része és a
a) Adjuk meg A egy sajatértékét! képzetes része is negativ!
b) Adjuk meg A egy sajatvektorat! 51 3
3+5Z. 27416 V3 +16i =0
— 5t

4. Klappenkappe tr elfelejtette a jelszavat, csak a kovetkezSkre emlékszik:
1. A jelszo 9 karakterbdl all, amelyek mindegyike az angol abécé 26 bettijének va-
lamelyike. (A jelszo csupa kisbetiibdl all.)
2. A jelszoban pontosan 4 kiilonbozé féle betii szerepel.
3. A jelszo els6 4 bettije kozott nincs ismétlodés.
(Ezek szerint Klappenkappe tr jelszava lehet példaul GRHXRRXGR.)

Hany olyan jelszo készithets, amely megfelel a fenti feltételeknek?

(A végeredmény szamszert értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell
deriiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szdmoldgéppel, ami csak a
négy alapmiveletet ismeri!)

5. Adjuk meg az Osszes olyan 1 és 50 kozotti n egészt, amelyre az alabbi egyenlet

100\ /2nY  (100Y /80
2n n) \n n
6. Az abran lathato graf legyen G, a komplementerét jeldlje G
a) Tartalmaz-e G a Ky-gyel izomorf részgrafot? (K4 az a 4

fennall:

csucest, egyszerd graf, amelyben barmely két cstics szomszédos. )
b) Izomorf-e G és G?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatdan felirni a kovetkezs adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimélis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldaséat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa
kézben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznéalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara
2010. december 15.

: : . +7 z+4+9
1. Melyik pontjaban metszi az 5 = Y = egyenletrendszerid e egyenest az a sik,

3 7

amely merdleges e-e és atmegy a P(7;4;2) ponton?

2. Legyen V = R? a sikvektorok halmaza. Tetszbleges v, = (zl) eV, v, = (§2> eV
1 9
és A € R esetén értelmezziik V-n a @ osszeadast és © szorzést az alabbiak szerint:

(e ()= (o) ve(m)-():

Vektorteret alkot-e V' az igy definialt & és © miveletekkel?

3. A p valés paraméter minden értékére 4. Az alabbi determinans definicio szerinti
dontsiik el, hogy linearisan fiiggetlenek-e az kiszamitasakor
alabbi a, b, ¢ € R* vektorok! a) hany nemnulla szorzat keletkezik;

b) milyen elGjelet kap az a szorzat,
amelynek az egyik tényezdje 237

7 14 -7

- 217 7 - 7
3 8 P 0 22 23 0 O
0O 0 24 0 25
31 32 33 34 35

5. Megvalaszthato-e a p és q valos paraméterek értéke gy, hogy az alabbi A matrix inverze

(20

6. Legyenek A és B (3 x 3)-as méatrixok, melyekre 1(A) = 3 és 1(B) = 2 teljesiilnek (ahol
r-rel a méatrixok rangjat jeloltiik). Dontstik el, hogy az alabbi allitasokra melyik all fenn a

sajatmaga legyen?

kovetkezd lehetdségek koziil:
(i) az allitas biztosan igaz;
(1) az allitas biztosan hamis;
(117) az allitas lehet igaz is és hamis is (A és B valasztasatol fliggden).
a) r(A%) =3 b)r(B%) =3 c) r(B3) =2
(A3 illetve B® az A- A- A, illetve a B - B - B szorzatot jeldli.)

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidd 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kozben
szamologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

2010. december 15.
1. Legyen V harom, W ketté dimenzios vektortér, tovabba legyen
B = {b;,by,b3} bazis V-ben és C' = {¢|, ¢y} bazis W-ben. Az
AV — W linearis leképezés métrixa a B és C' béazisok szerint a ( 3 —4 2 )
jobb oldalon lathato matrix. Igazak-c¢ az alabbi allitasok? 3 -5 3
a) by + 2b, + 3by € Ker A b) ¢; +2¢, € Im A

2. Az alabbi A matrixrol és v vektorrol tudjuk, hogy v sajatvektora A-nak.
a) Hatarozzuk meg a p valos paraméter értékét!
b) Adjuk meg az A matrix egy sajatértékét!

1 2 1 1
v=1|2] A=|8 2 -1
4 p 5 1

3. Végezziik el az alabbi miveleteket a komplex szamok halmazéan (és az eredményt adjuk
meg algebrai alakban)!
a) (7 — 2i)? b) (16 — 114) : (2 — 37) c) v/ —2Ti
4. Knusperkise ur elfelejtette a jelszavat, csak a kovetkezdkre emlékszik:
1. A jelszo 7 karakterbdl all, amelyek koziil 6 az angol abécé 26 bettijének valamelyike,
egy pedig egy szamjegy. (A betitk mind nagybetiik.)
2. A jelszoban szerepls bettik mind kiilonbozdk és (a szamjegyet most nem szamitva)
abécé szerinti novekvd sorrendben kovetik egymast.
(Ezek szerint Knusperkése tr jelszava lehet példaul BF7TJMQW.)
Hany olyan jelszo készithets, amely megfelel a fenti feltételeknek?
(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell de-
riiljon, hogy hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy
alapmiveletet ismeri!)

5. Adjuk meg az alabbi kifejezés értékét (két tizedesjegy pontossaggal)!

o |1 (%) +2 (F) w0 () +om () vz (3)]

6. [zomorf-e az alabbi graf a sajat komplementerével?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gya-
korlatvezetd neve.

Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez sziikséges minimalis pontszam 24. A munkaidé 90 perc.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kozben
szamologép (vagy mas segédeszkéz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2010. oktober 21.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirésa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az ttmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta lefrasa azok al-
kalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban
valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek fi-
gyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphato. Az ttmutatdoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas ter-
mészetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Atmegy-e az origon az a sik, amely parhuzamos az 5z — 4y + 3z = 9 egyenletd sikkal és amely
tartalmazza a P(1;5;5) pontot?

x x % % %
A megadott sik (egy) normalvektora n(5; —4;3).
Mivel a két sik parhuzamos, n a keresett siknak is normélvektora.

( )
( )
P és n alapjan a keresett sik egyenlete: 5x — 4y + 3z = 0. (2 pont)
Az orig6 koordinatai ezt kielégitik, igy az origod rajta van a sikon. ( )

2. Legyen V = R? a sikvektorok halmaza. Legyen V-n a @ mtvelet a sikvektorok hagyoményos
Osszeadésa; értelmezziik tovabba tetszGleges v € V és A € R esetén az © szorzast az alabbiak

szerint:
z N\ [ Ay
o))
Vektorteret alkot-e V' az igy definialt & és © miiveletekkel?

* ok % kX

1
Példaul a v = 0 valasztassal 1 © v = 1 (5 pont)
Ez azt jelenti, hogy nem teljesiil a vektortér definiciojaban szerepld 1 © v = v axiéma, igy V nem
vektortér az @ és © miveletekkel. (5 pont)

A vektortér definicojaban szerepld axioméak kozill még A©® (p©wv) = (M- ) © v sériil, a tébbi teljesiil.
Bar ezek ellenérzése kozvetleniil nem visz kozelebb a feladat megoldasahoz, mégis, a maradék hat
axioma helyes leellendrzéséért legfoljebb 3 pont adhaté. (Ez a pontszam tehat nem az axiomak
felsorolasaért jar, ez dnmagaban az titmutato elején irtaknak megfeleléen nem ér pontot.)



3. Legyenek a, b, ¢ és d a (tetszbleges) V vektortér vektorai, amelyekre d € (a,b,c) és ¢ ¢ (a,b,d)
teljesiilnek. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasokra melyik all fenn a kovetkezs lehetdségek koziil:
(i) az allitas biztosan igaz;
(i) az allitas biztosan hamis;
(7i) az allitas lehet igaz is és hamis is (V' és a, b, ¢ és d valasztasatol fiiggden).
a) ¢ € (a,d) b) d € (a,b) c) b€ (acd)

* ok % kX

a) Az allitas biztosan hamis. Ugyanis ha ¢ € (a,d) igaz volna, akkor ¢ € (a, b, d) is teljesiilne (hiszen

ha ¢ = awa + dd, akkor ¢ = aa + dd + 0 - b). (2 pont)
b) Az allitas biztosan igaz. Ugyanis d € (a, b, ¢) miatt tudjuk, hogy létezik a d = aa+ Sb+~yc lineéris
kombinacio. (1 pont)
Itt v = 0 kell teljesiiljon, ellenkezs esetben atrendezéssel ¢ = —%g — gl_) + %c_i adodna, vagyis ¢ €
(a,b,d) kovetkezne. (2 pont)
Ezért d = aa + b, vagyis d € (a,b) valoban igaz. (1 pont)

c) Az allitas lehet igaz is és hamis is.

Legyen el6szor V' a szokasos (3 dimenzios) tér, legyen a, b és ¢ a harom tengelyiranya egységvektor,
valamint legyen d = a. Ekkor d € (a,b, c) igaz (hiszen d = 1-a). Tovabba ¢ ¢ (a,b,d) is teljesiil
(hiszen (a, b, d) elemei az a és b altal kifeszitett sik vektorai). Ebben az esetben a b € (a, ¢, d) allitas
hamis (mert (a, ¢, d) elemei az a és ¢ altal kifeszitett sik vektorai). (2 pont)
Maésodszor legyen a, ¢ és d ugyanaz, mint a fenti példdban, de legyen b = a. Ekkor d € (a,b,¢)
valtozatlanul igaz és ¢ ¢ (a, b, d) is megint teljesiil (mert (a, b, d) csak az a skalarszorosaibél all). Am
ebben az esetben a b € (a, ¢, d) allitds méar igaz (hiszen b =1 - a). (2 pont)

4. A t paraméter minden értékére dontsiik el, hogy létezik-e olyan y sorvektor, amelyre y - A = ¢
teljesiil, ahol az A matrix és a ¢ sorvektor az alabbiak. Ha létezik ilyen y, adjuk meg az Gsszeset!

5 3 2
10 8 7
A=125 19 16 | c=(20161).
5 =3 -7
kok kK %
A matrixszorzéas definicidja miatt y csak 4 hosszu sorvektor lehet. (1 pont)
Az y = (y1, Y2, Y3, ya) valtozokat bevezetve, ezekre az alabbi lineéris egyenletrendszer adodik:
51025 5]20
3 819 —3|16 (1 pont)
2 716 =7|1
A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezdket kapjuk:
125 1] 4 125 1| 4
024 —-6| 4 ~1012-=-3 2 (2 pont)
036 —9|t—-38 000 Ojt—14

Ha t # 14, akkor ,tilos sort” kapunk, igy nincs megoldas (és igy a keresett y sem létezik). (2 pont)
Ha viszont ¢ = 14, akkor a harmadik sor elhagyhato és az eliminécio folytatasaval az alabbi redukalt
lépesés alakot kapjuk:

101 7|0
(0 12 —3‘2) (1 pout)
Igy a t = 14 esetben végtelen sok megoldas van: y = (—a—76;2—2a+38;a;3), ahol a,3 € R
tetszdleges valos paraméterek. (3 pont)

Ha valaki szamolési hibat vét, de egyébként a megoldés elvileg jo, az szamolési hibanként 1 pont
levonast jelentsen. Ha a szédmoléasi hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor sajnos
csak a fenti gondolatmenetnek lényegében megfeleltethetd részekért adhato pont. Ha egy megoldo
(akar helyes) szamolasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek a
szamitéasok nem célratoréek, nem mutatjik egy helyes megoldas iranyat, azért csak nagyon kevés
pont (maximum 2-3) adhato6 az elvégzett munka hasznossagatol fiiggGen.

2



5. Legyen egy parallelepipedon egyik csticsa az origd, az ezzel szomszédos harom cstcsa pedig
A(0;1;—2), B(1;1;5), illetve C'(1;3; —1). Hatarozzuk meg a parallelepipedon térfogatéat!

A tanult tétel szerint az 071(0; 1;-2), O—B>(1; 1;5), 0—(5(1; 3; —1) vektorok altal kifeszitett parallele-
pipedon térfogata az alabbi determinans értéke (vagy annak abszolut értéke):

01 -2
11 5 (3 pont)
13 -1
Gauss-eliminacioval szamolva a kovetkezSket kapjuk:
01 -2 11 5 11 5 11 5
11 5}|=—|01-2|=—|01-2|=—-|01-2|=2. (6 pont)
13 -1 13 -1 02 —6 00 -2
Igy a parallelepipedon térfogata 2. (1 pont)

6. Legyen A egy 50 x 100-as (50 sort és 100 oszlop) matrix. Tegyiik fel, hogy barhogyan is valasztjuk
a b € R vektort, mindig taldlhat6 olyan z € R vektor, amelyre A -z = b. Hatérozzuk meg A
rangjat!

Jelolje A oszlopait ay,...,a,0- A feladat allitdsa nem méas, mint hogy minden b € R kifejezhets
az ay,...,0;0 vektorokbdl linearis kombinécioval, (1 pont
vagyis hogy (ay, - .., a199) = R*. (

Az anyagban szerepl§ tétel szerint r(A) = dim{a,, ..., a,y). lgy r(A) = dim R®. (
Szintén ismert tény, hogy dimR" = n, (2 pont
amibdl tehat r(A) = 50. (

Masodik megoldas.

Jelolje A oszlopait ay,...,a,0- A feladat allitdsa nem méas, mint hogy minden b € R kifejezhets
az ay, ..., a4y vektorokbdl linearis kombinacioval, (1 pont)
vagyis hogy a,,. .., a;y generdtorrendszer R*-ben. (2 pont)
R5°-ben minden linearisan fiiggetlen rendszer legféljebb 50 elemti, hiszen ismert, hogy dim R? = 50
(tehat van R*-ben 50 elemii generatorrendszer (s6t:bézis)). (1 pont)
Ezért ay, ..., a,y linearisan Osszefiiggd, igy valamelyik a; kifejezheté a tobbibdl linearis kombinaci-
oval. Tehat ezt az a;-t elhagyva a maradék 99 vektor is generatorrendszer R*-ben. (1 pont)
A fenti 1épés még 49-szer megismételhets: mindaddig, amig a vektorok szama 50-nél tobb, valame-
lyik elhagyhato gy, hogy tovabbra is generdtorrendszert kapjunk. (1 pont)

Végiil kapunk egy, az A 50 oszlopabol allo6 generatorrendszert. Ez viszont mar biztosan linearisan
fiiggetlen: ellenkezS esetben a fenti 1épés még egyszer megismételhetd volna, kapnank R’-ben egy
49 elemt generatorrendszert, ami lehetetlen (ismét azért, mert minden generatorrendszer elemszama
legalabb akkora, mint barmely linearisan fiiggetlen rendszeré és R°’-ben barmely bazis 50 elemii
linearisan fiiggetlen rendszer). (1 pont)
Az oszloprang definici6jabol tehat r(A) > 50. (1 pont)
Azonban r(A) < 50 nyilvanvalo (hivatkozva vagy arra, hogy R®%-ben nem lehet 50-nél t6bb
linedrisan fliggetlen vektor, igy az (oszlop)rang legféljebb 50, vagy pedig arra, hogy A 50 sort, igy
a (sor)rangja legfoljebb 50). (1 pont)
Tehat r(A) = 50. (1 pont)



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2010. november 25..

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az itmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldéasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a
leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédod gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazésa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban val6ban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérs jo megoldas termé-
szetesen maximaélis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Legyen adott a 2 dimenzios V' vektortéren az A : V — V linearis transzformacio és a B = {b;,b,}
bazis V-ben. Tegyiik fel, hogy az A matrixa a B bazis szerint az alabbi A matrix. Hatarozzuk meg p és

q értékét, ha tudjuk, hogy A(b;) = b,.
= (p V2 )

qV3

* ok % kX

Mivel by =1-b; +0-by és by =0-by + 1- by, ezért [by]5 = é) és [bylg = ((1]) (2 pont)
Mivel A(by) = by, ezért a tanult tétel szerint [A]g - [by] 5 = [bs] 5. (3 pont)
vagyis (’Z g) . (é) = (?) (4 pont)
Ezért a matrixszorzéas definicidja szerint 1-p4+0-vV2=0¢6s1-g4+0-v/3 =1, vagyis p = 0 és ¢ = 1.(1 pont)

2. Az aldbbi A métrixrél tudjuk, hogy A = 3 sajatértéke A-nak.
a) Hatarozzuk meg a p valés paraméter értékét!
b) Adjuk meg az A métrix egy sajatvektorat!

400p
A= 577
115
¥ k% ok k%
10p
a) A tanult tétel szerint A = 3 akkor és csak akkor sajatértéke A-nak, ha |54 7| =0. (2 pont)
112
A fenti determinénst (példaul) az els6 sor szerinti kifejtéssel kiszamolva:
47 54
1- 191721 =1-14p-1=p+1. (2 pont)
Ezekbdl tehat p + 1 = 0, vagyis p = —1. (1 pont)



b)Tudjuk, hogy A\ = 3 sajatérték, vagyis kereshetiink egy ehhez tartozo sajatvektort. Vagyis olyan

v € R3 vektort keresiink, melyre A-v =3 - v. (1 pont)
x
Legyen v = | y |. Ekkor a matrixszorzéas definicioja szerint (és a p = —1 értéket figyelembe véve) a
z
dr — 2z =3x, v+ Ty + 72 = 3y, v + y + bz = 3z feltételek adodnak. (2 pont)
Az els6 egyenletbdl z = x, ezt a masik két egyenletbe helyettesitve rendezés utdn mindkét esetben az
y = —3x egyenletet kapjuk. (1 pont)
x
Igy sajatvektor lesz a v = | —3x | vektor minden x # 0 értékre. (1 pont)
x

Megjegyzés. A fenti megoldasban csak a A = 3 sajatértékhez tartozd sajatvektorokat hataroztuk meg.
Tovabbi (kellemetlen, de nem nehéz) szamolassal megkaphato a matrix tovabbi két sajatértéke is: %‘/ﬁ
Ezekhez is tartoznak sajatvektorok, igy elvileg a b) feladatnak tovabbi megoldasai is vannak. Azonban
ezek meghatarozasa nyilvan sokkal koriilményesebb volna.

3. Végezziik el az alabbi miveleteket a komplex szamok halmazéan (és az eredményt adjuk meg algebrai
alakban)!
a) (3 +2i)? b) (1+17:) : (3 +1) c) v/—1000

a) (3+2i)> =9+ 12i + 4¢*> = 5+ 12i. (1 pont)
b)1+17i_(1+17i)(3—i)_3—i+51i—17i2_20+50i
3+i (3+0)B—i) 9 — 42 10

¢) —1000 = 1000(cos 7w + i sin ).
Igy a tanult képlet szerint /—1000 = 10 (co k%) + 7 sin ( + k%”)), ahol £ =0,1,2.

( )

(5 + ( )

Ebb6l k = 0-ra 10 (cos T +isin§) = 10 ( i ) 5+ 5v/3i, (2 pont)
( )

( )

=2+5i (2 pont)

k = 1-re 10 (cosm + isinm) = —10,
és k = 2-re 10 (cos 2 4+ 4sin —) =10 ( @z)

5 — 5v/3i adodik.

4. Egy MIRNIXDIRNIX nevii orszdgban furcsa szabalyok szerint jatsszak a lottot: egy szelvény kitoltése
abbol 4ll, hogy a jatékos az orszag nevének bettit Gsszekeveri és valamilyen sorrendben leirja. (Igy
példaul egy lehetséges szelvény igy nézhet ki: XIIRXMNDNIRI.) Az orszéag egyik lakoja ezen a héten
hérom szelvénnyel is szeretne jatszani. Hanyféleképpen toltheti ki a harom szelvényt, ha arra azért
szeretne vigyazni, hogy a szelvényei kozott ne legyen két ugyanolyan?

Egy szelvény kitoltésére a lehetGségek szdma nem mas, mint 4 db I, 2db R, 2db N, 2 db X, 1 db M és

1 db D elemekbdl készithets ismétléses permutéaciok szama. (1 pont)

A tanult képlet int 12! = 2 t
anult képlet szerint ez ——— = (2 pont)
12-11-10-...-2-1

= (1 pont)

4-3-2-1-2-2-2

Ha a feladatbeli laké harom szelvénnyel jatszik, akkor a feladata nem més, mint a fenti szamu — jel6ljik

ezt N-nel — lehet6ségbdl kivalasztani harom kiilonbozét a sorrendre vald tekintet nélkiil. (2 pont)

) N

Igy az ismétlés nélkiili kombinaciora tanult képlet szerint a lehetGségek szama: (3) = (1 pont)
N(N -1)(N -2

= ( 6)( ) (3 pont)



5. Adjuk meg az alabbi kifejezés értékét (két tizedesjegy pontossaggal)!

() (2 () ()]

101 101 101
(14 1)'%"-et a binomialis tétellel kiszamitva: 2! = ( 0 ) + ( ) ) +...+ (181). (2 pont)

n n 101 101 101 101 101 101
A = Osszefiiggéstbol: = = = .(2 pont
’ <k:) <n - k:) ORRACTIESERDT (101) ( 0 ) (100 ( 1 ) ’ <51) <50) (2 pont)
Ezt az 51 egyenlGséget a fentibe helyettesitve és Osszevonva:

2101 — 2. Klgl) + (1(1)1) +...+ (15001 } (4 pont)

101 101 101
Ebbél {(O)—F(l)—k...—i—(w)}:?oo, (1 pont)

Igy a feladatbeli kifejezés pontos értéke 100. (1 pont)

Masodik megoldas.
A feladatbeli szogletes zarojelben all6 6sszeg egy 101 elemtd halmaz Osszes, legfoljebb 50 elemt részhal-

mazat szamlalja meg, az elemszam szerint vizsgélva, majd Osszeadva az eseteket. (2 pont)
A legfoljebb 50 elemii részhalmazok parba allithatok a legalabb 51 elemtiekkel: minden részhalmaz parja
legyen a komplementere. (2 pont)
Ezért a legfoljebb 50, illetve a legalabb 51 elemt részhalmazok szama azonos. (2 pont)
A 101 elemt halmaz 6sszes részhalmazainak szama 2'°! hiszen egy részhalmaz kivalasztdsakor egymaés
utan mind a 101 elemrdl kétféle dontés hozhato: eleme lesz a részhalmaznak vagy sem. (2 pont)
A fentiekbdl (101) + (101) +...+ (101) _20 2100 (1 pont)
entiekbd 0 1 ) =5 = , pon
Igy a feladatbeli kifejezés pontos értéke 100. (1 pont)

6. Egy faban csak két kiilonboz6 fokszam fordul els: az egyik fajta 9-szer, a masik 92-szer. Mi a szoban
forgo két fokszam?

Ismert, hogy minden (legalabb 2 pontti) faban van elséfoki pont. Igy az egyik fokszam 1. (1 pont)
Jelolje a masik fokszamot k.
A faban sszesen 9 + 92 = 101 cstics van, igy az ¢leinek szama (a tanultak szerint) 100. (
Ezért a faban a fokszamok Osszege (az ismert Osszefiiggés szerint) 200. (
El6szor tegytik fel, hogy 9 db elséfoku és 92 db k foku pont van. Ekkor a fokok 6sszege 92k +9.(1 pont
(
(
(

A 9k + 92 = 200 egyenletbdl k = 12 adodik.
Igy a két elsforduld fokszam: 1 és 12. (1 pont

Megjegyzés. Valoban létezik olyan fa, amelyben 9 db 12 foka és 92 db els6foki pont van. Ennek meg-
mutatésa elvileg hozzatartozna a feladat teljes értékd megoldasahoz, de nem jar pontlevonas azért, ha
valaki ezt elmulasztja.



Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2010. december 6.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi atmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldésanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hatéaskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérs jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

Zarthelyi feladatok — az ELSO zarthelyi potlasara

1. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét, amely atmegy a P(12;1;7) ponton és meréle-
y—2 —z-—1

3 4

gesen metszi az r — 3 = egyenletrendszertii egyenest!
%k ok ok Ok

Jelolje az adott egyenest e, a keresett egyenest f.

e egy iranyvektora v(1;3; —4), egy pontja Q(3;2; —1). (1 pont)
A P-n atmend, v normalvektora S sik az e-vel vett M metszéspontja épp f és e metszéspontja.(3 pont)
S egyenlete felirhato v-bol és P-bol: x +3y —42z=1-124+3-1+(—4) - 7= —13. (1 pont)
M azx—3=4%7= 2 — - L 24 3y — 42 = —13 egyenletrendszer megoldasaval kaphato. (1 pont)
Kifejezve: y = 3x -7, z = —4x + 11; ezeket behelyettesitve és rendezve: x = 2. Ebb6l y = —1, 2 = 3.
Vagyis megkaptuk M-et: M(2; —1; 3). (1 pont)
f-nek MP iranyvektora. Ez megkaphato a P-be, illetve M-be mutato helyvektorok kiilonbségeként:
]\ﬁ)(l(); 2;4). (Ennek a fele is hasznalhato iranyvektornak: (5;1;2).) (1 pont)
Az irédnyvektor és P (vagy M) segitségével felirhato f: =2 =y — 1 = 1. (Vagy ugyanez M-et hasz-
nalva: &2 =y +1 =232 (2 pont)

Megjegyzés. A feladat a kovetkezd Otlettel is megoldhato. A fenti megoldéas jeldléseit hasznalva, legyen
—
v, a v-vel azonos irany1, egység hosszi vektor. (Azaz v, = (1/\ﬁ )-v ) Ekkor avy QP skalaris szorzat

értéke (definici6 szerint) épp a Q—]\j vektor hossza. Igy (v, - QP) QM Ebbdl pedig QM majd
M koénnyen meghatarozhato.

2. Legyen V (tetszGleges) vektortér és W < V egy altér V-ben. Legyenek a, b és ¢ a V' vektorai,
amelyekre a € W, b ¢ W, ¢ ¢ W teljesiilnek. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasokra melyik &ll fenn a
kovetkezd lehet6ségek koziil:

(i) az allitas biztosan igaz;

(i1) az allitas biztosan hamis;

(ii7) az allitas lehet igaz is és hamis is (V, W, a, b és ¢ valasztasatol fiiggGen).

a)2ce W b)a+beW c)at+b+ceW



a) Az allitas biztosan hamis. Ugyanis ha 2c € W igaz volna, akkor %(QQ) = c € W is igaz kellene
legyen, mert W altér, igy zart a skalarral valo szorzéasra. Azonban ¢ ¢ W. (3 pont)
b) Ez az allitas is biztosan hamis. Ugyanis —a = (—1) - a € W, ismét mert W zart a skalarral valo
SZOTZASTA. (1 pont)
Ha tehat a + b € W igaz volna, akkor —a + (a +b) = b € W is igaz kellene legyen, mert W altér, igy
zéart az Osszeadasra. Azonban b ¢ W. (2 pont)
c) Az allitas lehet igaz is és hamis is.

Legyen példaul V' a sikvektorok szokasos vektortere és W az x-tengelyre es6 vektorok halmaza.(1 pont)
Ekkor W valoban altér (mert zart az dsszeadasra és a skalarral szorzéasra; de elGadéason is elhangzott,

hogy a sik origon atmend egyenesei alteret alkotnak). (1 pont)
Legyen elgszor a = (1,0), b = (0,1), ¢ = (0,—1). Ekkor a« € W, b ¢ W, ¢ ¢ W igazak és
at+tbt+c=acWW. (1 pont)
Masodszor legyen a = (1,0), b = (0,2), ¢ = (0, —1). Ekkor a € W, b ¢ W, ¢ ¢ W megint igazak, de
a+b+c=(1,1)¢W. (1 pont)

3. A p paraméter minden értékére dontsiik el, hogy az alabbi linearis egyenletrendszer megoldhato-e
és ha igen, adjuk meg az Osszes megoldasat!

1+ a3+ 3104 +8x5 =4
2{L‘1 + 31‘2 + 81‘3 + 61‘4 + 101‘5 =17
3[L‘1 + 2[L‘2 + 7ZL‘3 + 12l‘4 + 8[L‘5 = 2]_
211 + 429 + 1023 + 814 + p - 15 = 22

* ok % kX

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezSket kapjuk:

10 1 3 8|4 1013 8| 4
23 8 61017 0360 —6|9
32 712 821 | T (0243 —16|9
2410 8 p|22 0482p—16\14
1013 84 1013 8|4
0120 —2|3 0120 —-2|3 5 ¢
0003 —12(3 | 70001 —4[1 (2 pont)
0002p—28|2 0000 p|0
Ha p = 0, akkor az utols6 sor elhagyhat6. Ekkor a Redukalt Lépcsds Alakot egyetlen tovabbi 1épéssel
1010 20[1
(az els6 sorbeli 3-as ,kinullazasaval”) kapjuk: 0120 —-23 (3 pont)
0001 —4|1
Ekkor tehat végtelen sok megoldas van: 3 =a € R, x5 =0 € R, 21 =1—-200 — a, x5 = 3+ 20 — 2q,
s =14 4p5. (2 pont)
Ha viszont p # 0, akkor az utolsé sor p-vel osztasaval és a vezéregyesek folotti nemnulla elemek
10100|1
S . T oA a 012003
(4 darab) ,kinullazasaval” kapjuk a Redukalt Lépcsss Alakot: 00010l (1 pont)
0000 1(0

Ekkor is végtelen sok megoldas van: z3 =a € R,y =1 —«a, 29 =3 — 2, x4 =1, 25 = 0. (2 pont)

Ha valaki szamolasi hibat vét, de egyébként a megoldés elvileg jo, az szamolasi hibanként 1 pont
levonast jelentsen. Ha a szamolasi hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor sajnos csak
a fenti gondolatmenetnek lényegében megfeleltethets részekért adhaté pont. Ha egy megoldd (akar
helyes) szamolasokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek a szamitasok
nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldés irdnyat, azért csak nagyon kevés pont (maximum
2-3) adhato az elvégzett munka hasznossagatol fiiggGen.



4. Az alabbi determinans definicid szerinti kiszamitasakor
a) hany nemnulla szorzat keletkezik;
b) milyen elGjelet kap az a szorzat, amelynek az egyik tényezdje 37
0102
0340
0560
7890

* ok % ok Xk

a) Ha az els6 sorbol az 1-est valasztanank, akkor a méasodik oszlopboél tobb elemet mér nem vehetnénk;
igy a mésodik sorbol a 4-est kellene valasztanunk, a harmadikbol pedig mar csak 0-t vehetnénk.(2 pont)
Igy az elsé sorbol a 2-est vessziik. Ha a masodikbol a 3-ast, akkor a harmadikbol a 6-ost kell; ha a
méasodikbdl a 4-est, akkor a harmadikbol az 5-6st kell. Mindkét esetben a negyedikbdl csak a 7-est

vehetjiik. (2 pont)
Igy két nemnulla szorzat keletkezik: 2-3-6-7 és2-4-5-7. (1 pont)
b) A 3-ast tartalmazo szorzathoz tartozo permutécio a 4,2,3,1 (hiszen az els6 sorbol a 4. elemet vessziik,
a masodikbol a 2-at, stb). (2 pont)
Ennek a permutacionak az inverziészama 5 (hiszen a 4 inverzioban all az 6sszes tobbi elemmel, ezen
kiviil még a 2 és a 3 az 1-gyel). (2 pont)
Mivel az inverzidszam paratlan, a 2-3 -6 - 7 szorzat elGjele negativ. (1 pont)

5. Hatarozzuk meg azt az A méatrixot, amelynek az inverze az alabbi B méatrix!

0 47
B=10 12
1-12
X ok k% %
Ha A~! = B, akkor B~! = A; a feladat tehat B~! meghatarozasa. (2 pont)
Gauss-eliminacioval szamolva:
0 471100 1-12/001
0 12010 ~10 12010 | ~
1-12/001 0 47100
1-1 20 01 100 4-151
~[o 1 20 10]~f010 2 70 (6 pont)
0 0-1{1-40 001—-1 40
Igy A nem més, mint a fenti, a vonaltol jobbra es6 matrix. (2 pont)

Minden szémolasi hiba 1 pont levonast jelent. Ha valaki csak annyit allapit meg, hogy det A =1 # 0,
ezért az inverz létezik, de nem szdmolja ki, az (a B~! = A-ért jaro 2 ponton feliil tovabbi) 2 pontot
ér. (Nem jar pontlevonas azért, ha valaki a fenti szamolas utan nem tér ki arra, hogy az inverz miért
létezik — hiszen ez a modszer helyes miikodésébdl implicite kovetkezik.) Ha latszik, hogy a megoldo a
modszert elvileg ismeri, de nem tudja kivitelezni, az legfoljebb 1-2 pontot érhet.

6. A nullmatrixtol kiilonbozs, tetszéleges A matrix rangjat jelolje r. Mutassuk meg, hogy léteznek
olyan Aj, Ao, ..., A, matrixok, amelyek mind 1 ranguak és amelyekre Ay + Ao + ...+ A, = A.

* ok % kX

Jelolje A oszlopait a,, a, . .., a,. Valasszunk ezek koziil r linearisan fiiggetlent; az egyszertiség kedvéért
legyenek ezek a,, a,,...,a, (az oszlopok sorrendjének ugyanis nincs jelentGsége). (1 pont)

) Ly

Ha a; a vélasztottaktol kiilonb6z6 oszlop, akkor ay, a,, . .., a,,a; mér linedrisan Osszefliggd (hisz 7r-nél
tobb linearisan fiiggetlen oszlop A-bol nem valaszthato). (1 pont)
Ezért (a tanult lemma szerint) a; kifejezhets a;, ay, . . ., a, segitségével linearis kombinéciéval.(1 pont)

Ugyanez természetesen magukrol az a,, a,, . . ., a, oszlopokrol is elmondhato. (1 pont)



Jelolje ezért o ; az a; fenti kifejezésében az a; egytitthatojat, minden 1 <4 <n és 1 < j < r esetén.

Készitsiik el minden 1 < j < r esetén az A; matrixot a kévetkez6képp: minden 1 < i < n esetén az
Aj-beli i-edik oszlop legyen a ; - a;. (2 pont)
Ekkor A; rangja valoban 1, hiszen minden oszlopa a; skalérszorosa, igy barmely két oszlopa mar

linearisan Osszefiiggd. (2 pont)
Tovabbé az A1+ As+. . .+ A, métrix i-edik oszlopaban minden 1 < i < n esetén épp az q; elGallitasdhoz
sziikséges lineéaris kombinécio alakul ki, igy A; + As + ...+ A, = A valoban igaz. (2 pont)

Zarthelyi feladatok — a MASODIK zarthelyi potlasara

1. Legyen V a térvektorok szokasos vektortere, A : V — V linearis transzformaci6 és B = {by, by, b3}
bazis V-ben. Tegyiik fel, hogy b, = (1;2;3), b, = (2;3;4) és A matrixa a B bézis szerint az alabbi A
méatrix. Hatarozzuk meg a b; vektort, ha tudjuk, hogy A(b, + b, + bs) = (3;6;5)!

3—-5 3
A=14-2-2
4—-6 3
ok % ok ok
1
Mivel by + by +bg=1-by +1-by+ 1-bs, ezért [by +by+bs]lg=1|1]. (1 pont)
1
A tanult tétel szerint [A(by + by + b5)| 5 = [Al 5 - [0y + by + bs] 5, vagyis
3-5 3 1
(Aby + by + b)) = (4 — —2) e (2 pont)
4 -6 3 1
1
A szorzast elvégezve: [A(by + by + bs)] 5 = 0) . (1 pont)
1
Ebbdl tehat A(by + by +bs) = 1-b; + 1 bs, (4 pont)
vagyis (3;6;5) = (1;2;3) + bs. (1 pont)
Ebbdl by = (2;4;2). (1 pont)

2. Az (5 x 5)-06s A matrix f6atlojanak minden eleme 2, a matrix dsszes tobbi eleme 1.
a) Adjuk meg A egy sajatértékét!
b) Adjuk meg A egy sajatvektorat!

* k% kX

a) Olyan A értéket keresiink, amit a f6atloban allo 2-esekbdl kivonva (és a matrix tébbi elemét

érintetleniil hagyva) 0 determinansi matrixot kapunk. (1 pont)
Azonnal latszik, hogy A = 1 sajatérték lesz, hiszen a f6atloban allo elemekbdl 1-et kivonva a ,csupa
1”7 méatrixot kapjuk, aminek a determinansa nyilvan 0 (hiszen vannak azonos sorai). (3 pont)
b) Mivel tudjuk, hogy A = 1 sajatértek, érdemes egy ehhez tartozo sajatvektort keresni. Olyan v € R®
vektort keresiink tehat, amire A - v = v. (1 pont)
Legyen v = (x1,79,23,74,75)7; ekkor A - v = v egy 5 valtozos linedris egyenletrendszer:
20+ To+ T3+ x4 + x5 = 1, X1 + 209 + 23+ T4+ T5 = To, ..., Ty + To + X3+ 24 + 225 = x5.(2 pont)
Mivel rendezés utan mind az 5 egyenlet az x; + x5 + x3 + x4 + x5 = 0 egyenletre vezet, (1 pont)
sajatvektor lesz a nullvektoron kiviil minden olyan R®-beli vektor, amelyben a koordinatak dsszege 0.
Példaul tehat sajatvektor (1,—1,0,0,0)7. (2 pont)

Megjegyzés. A A = 1 mellett A-nak sajatértéke a A = 6 is; valoban, a fGatlobeli 2-esekbdl 6-ot kivonva
olyan matrixot kapunk, amelyben az oszlopok Osszege 0, vagyis az oszlopok linedrisan Osszefiiggdk,
igy a determinans 0. A 6-hoz tartozo sajatvektorok (konnyen ldthatoan) azok az R-beli vektorok,
amelyekben mind az 5 koordinata azonos (de nem 0). Azt sem tul nehéz megmutatni, hogy A-nak
tobb sajatértéke nincs.



3. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az Gsszes olyan komplex megoldaséat, amelynek
a valos része és a képzetes része is negativ!

5+32

16 - 16i = 0
Tt 54163+ 16

543 (54+30)(3+5i)  34i

3-5i (3-50)(3+5) 34 (1 pont)
Ezt behelyettesitve, i-vel osztva és atrendezve: z° = —16 + 16+/3i. (1 pont)
z tehat v/ —16 + 161/3i valamelyik értéke lehet csak. (1 pont)
—16 + 16v/3i = 32 (cos 120° + 4 sin 120°). (2 pont)
Ebb6l v/ —16 4 16v/3i = 2 (cos (24° 4+ k - 72°) + isin (24° + k- 72°)), 0 < k < 4. (2 pont)
Ha a valos és a képzetes rész negativ, akkor a szog 180° és 270° kozott van. Ez csak a k = 3 esetben,
a 240°-ra teljestil. (1 pont)
Igy az egyetlen megoldés: z = 2 (cos 240° + isin 240°) = —1 — /3i. (2 pont)

4. Klappenkappe tr elfelejtette a jelszavat, csak a kovetkezdkre emlékszik:
1. A jelszo 9 karakterbdl 4ll, amelyek mindegyike az angol abécé 26 bettijének valamelyike. (A jelszo
csupa kisbetiibdl 4ll.)
2. A jelszoban pontosan 4 kiilénboz6 féle beti szerepel.
3. A jelszo els6 4 betije kozott nincs ismétlgdés.
(Ezek szerint Klappenkappe tr jelszava lehet példaul GRHXRRXGR.)

Héany olyan jelszo készithets, amely megfelel a fenti feltételeknek?

(A végeredmény szamszeri értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell deriiljon, hogy
hogyan lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri!)

26
A jelszot alkotd négyféle karakter kivalasztasara a lehetGségek szama ( 4) = (1 pont)
0 26-25-24- 23
= 2 t
1.2-3-4 (2 pont)

A 4 valasztott betiit 4! = 24 féleképp allithatjuk sorba, hogy a jelszo elss 4 tagjat megkapjuk.(1 pont)
A jelszo hatraléve része a 4 valasztott betibdl allo 5 tagi (tetszéleges) sorozat, amire a lehet&ségek

szama 4°(=4-4-4-4-4). (2 pont)
Mivel az els6 4 karakterre vonatkozd 4! lehetGség mindegyikét folytathatjuk az utolsd6 5 bettire
vonatkozo 4° lehetGség barmelyikével, a lehetGségek szdma (a 4 betd ismeretében) 4! - 45. (2 pont)
Hasonloan, mivel a 4 betd kivalasztéasara vonatkozo (246) lehetGség mindegyike esetében a jelszavak
szama 4! - 4% ezért az Osszes jelszavak szama (246) 4145, (2 pont)

Megjegyzés. Valamivel egyszeriibben jutunk a megoldashoz, ha igy gondolkozunk: az els§ négy bettit
26 - 25 - 24 - 23 féleképp valaszthatjuk, majd a hatralévs 5 beti valasztasara mindig 4 lehetGségiink van
(az elsé négynek valasztott bettik valamelyike); igy a lehet&ségek szdma 26 - 25 - 24 - 23 - 4.



5. Adjuk meg az Gsszes olyan 1 és 50 kozotti n egészt, amelyre az alabbi egyenlet fennall:

()0)- 0

Az egyenlet bal oldalan &all6 els6 tag azt fejezi ki, hogy hényféleképp lehet 100 elembdl 2n-et véalasz-
tani (a sorrendre tekintet nélkiil); a masodik tag pedig a 2n elem koziil n kivalasztasara vonatkozo
lehetdségek szama. Képzelhetjiik példaul tgy, hogy egy 100 f6s éviolyambol egy versenyre két csapatot
(az A-t és a B-t) valasztanak, mindkét csapat n {6s, de mindenki legfoljebb egy csapatban lehet tag.
Ekkor a lehetGségek szama épp (100)( ) hiszen a 2n darab csapattag kivalasztéasara vonatkozo (122?)
lehet&ség mindegyikében (ZN) feleképp valaszhatjuk az A csapat tagjait (és ezek utdn a maradék n
ember alkotja a B csapatot). (3 pont)
Ugyanezt a feladatot megoldhatjuk gy is, hogy el6szor az A csapat tagjait valasztjuk ki (a lehet&sé-
gek szama (120)), majd a maradék 100 — n ember koziil valasztjuk a B csapat tagjait. Igy (hasonld
érveléssel) azt kapjuk, hogy a lehetgségek szama (120) (100 ") (3 pont)
Mivel ugyanazt a feladatot oldottuk meg kétféleképp, az eredmények is egyenlsk:

() C) = () - (%) (1 pont)

Osszevetve ezt a feladatbeli egyenlettel, azt kapjuk, hogy (100 ") = (87?) (1 pont)
Mivel nagyobb halmazbol nyilvan (szigortan) tobbféleképp lehet azonos szamu (n) elemet kivalasztani,
azt kapjuk, hogy 100 — n = 80, vagyis n = 20 az egyetlen megoldas. (2 pont)

k)-ra vonatkozo képlet hasznéalataval is. Ha azonban a megoldo6 az
egyenlet rendezése soran csak azt ismeri fel, hogy n = 20 kielégiti az egyenletet, de nem érvel amellett,
hogy mas n nem johet szoba, az 4 pont veszteséget jelentsen (mert ez a hidnyossag pusztan a numerikus
alakot latva nem volna kénnyen potolhatd). Ha azonban a megold6 a mar (akar a fenti modon, akar
szémoléssal) bizonyitott (4°) (") = (") - (*"°7") Esszefiiggeésbél kivetkeztet (tovabbi indoklés nélkiil)

az n = 20 megoldasra, az csak 2 pont veszteséget jelentsen (mert innen kiegésziteni a gondolatmenetet
mér joval konnyebb).

A feladat megoldhat6 pusztan az ("

6. Az abran lathato graf legyen G, a komplementerét jeldlje G.

a) Tartalmaz-e G a K4-gyel izomorf részgrafot? (K4 az a 4 csticsi, egyszerti
graf, amelyben barmely két cstcs szomszédos.)

b) Izomorf-e G és G?

* ko ok ok ok

a) G pontosan akkor tartalmaz K4-gyel izomorf részgrafot, ha G-ben talalhaté 4 olyan pont, amelyek

koziil semelyik kettd nem szomszédos. (2 pont)
Ilyen 4 pont azonban G-ben jol lathatéan nem talalhato: (1 pont)

valoban, a keresett pontok foka legfljebb 4 lehetne (hiszen egy ilyen pont énmagan kiviil még harom
maésikkal sem szomszédos). Mivel a G-beli két 4 fokt pont egyméssal szomszédos, ezek koziil is csak egy
volna valaszthato. Igy a hianyzo harom pontot a legfoljebb 3 foktiak koziil kellene vélasztani, azonban
ez lehetetlen: ezek kozott van két diszjunkt él, igy harmat valasztva koziiliik szomszédosak is lennének

koztik. (2 pont)
b) G jol lathatoan tartalmaz Ky-gyel izomorf részgrafot: a rajzon a 4 ,kozéps§” pont koziil barmely
kettd szomszédos. (2 pont)
Mivel az imént lattuk, hogy G-re ez nem igaz, a két graf nem izomorf. (3 pont)

A pontozésbeli els6 2 pont azért is megadhato, ha valaki (helyesen) felrajzolja G-t. (De természetesen
a rajzért és a fenti megallapitasért egytitt sem adhaté 2 pontnél tébb.) Nem jar pont annak megmu-
tatdsaért, hogy G-ben és G-ben a pontok fokai azonosak (kivéve, ha ez abbol a célbol torténik, hogy
a megold6 G és G nem izomorf voltat belassa).



