
Bevezetés a számításelméletbe I.Zárthelyi feladatok2008. október 21.1. Legyen adott a térben az a = (2, 5, 1) és a b = (1,−1, 3) vektor. Döntsük el, hogy az
〈a, b〉 generált altér egyenest vagy síkot határoz-e meg és írjuk fel a kapott geometriaialakzat egyenletét vagy egyenletrendszerét.2. Legyenek v1, v2, . . . , vn

egy (tetsz®leges) V vektortér vektorai. Vezessük be az
u1 = v1, u2 = v1 + v2, u3 = v1 + v2 + v3, . . . , u

n
= v1 + v2 + . . . + v

n
vektoro-kat. Bizonyítsuk be, hogy ha az u1, u2, . . . , un

vektorok lineárisan függetlenek, akkora v1, v2, . . . , vn
vektorok is lineárisan függetlenek.3. Határozzuk meg az összes olyan Y mátrixot, amelyre Y · A = B teljesül, ahol az

A és B mátrixok az alábbiak:
A =









1 1 −2 3
4 2 −5 11

−3 −7 12 −11
5 7 −18 22









, B =
(

−1 −5 −7 13
).4. Egy n×n-es mátrix minden sorában az elemek összege 2008. Bizonyítsuk be, hogyha a mátrix egyik oszlopának minden elemét ki
seréljük 1-esre, akkor az így kapott újmátrix determinánsa 2008-adrésze az eredeti mátrix determinánsának.5. Számítsuk ki az alábbi A mátrix 2008-adik hatványát (vagyis annak a 2008 tagúszorzatnak az értékét, amelyben minden tényez® A).

A =





−2 1 −2
1 −2 2

2 −2 3



6. Döntsük el, hogy létezik-e inverze az alábbi A mátrixnak; ha igen, akkor számítsukki A inverzét!
A =









1 1 1 1
2 0 2 2

3 3 0 3
4 4 4 0









A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következ® adatokat: név, Neptun-kód, Neptun szerintigyakorlatvezet® neve.Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez szükséges minimális pontszám 24. A munkaid® 90 per
.A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat megírásaközben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.



Bevezetés a számításelméletbe I.Zárthelyi feladatok2008. november 25.1. Legyen adott az A : V → W lineáris leképezés és a B = {b1, b2, . . . , bn
} bázis V -ben,valamint a C = {c1, c2, . . . , cm

} bázis W -ben. Mutassuk meg, hogy ha az A leképezés
B és C bázisok szerint felírt mátrixának minden sorában az elemek összege 1, akkor
c1 + c2 + . . . + c

m
∈ ImA.2. a) Döntsük el az alábbi A mátrixról és v vektorról, hogy v sajátvektora-e A-nak!b) Döntsük el az alábbi A mátrixról, hogy λ = 2 sajátértéke-e A-nak!

A =





13 −4 −1

9 5 −5
7 −2 1



 , v =





1

2
3





3. Adjuk meg algebrai alakban az alábbi egyenletnek az összes olyan komplex megoldását,amelynek mind a valós, mind a képzetes része negatív.
i · z6 = (7 + i)2 +

2 − 30i

1 − i4. Tegyük fel, hogy a z komplex számra teljesül, hogy z képzetes része nem 0, de a z +
1

zkomplex szám képzetes része 0. Határozzuk meg z abszolút értékét, |z|-t!5. Egy kisváros önkormányzati képvisel®testülete 20 f®s. Aktuális problémák kezeléséreszeretnének 5 darab, egyenként 4 f®s bizottságot felállítani.a) Hányféleképp állíthatják össze a bizottságokat?b) Hányféleképp állíthatják össze a bizottságokat akkor, ha szeretnék biztosítani, hogya polgármester (aki egyike a 20 képvisel®nek) legalább az egyik bizottságnak tagja legyen?(A bizottságokra nézve semmilyen egyéb megkötés nin
s; így egy képvisel® több bizott-ságnak is tagja lehet és két bizottság állhat akár ugyanazokból a tagokból is.)6. Létezik-e olyan G egyszer¶ gráf, amelyre teljesül, hogy G-nek 25-tel több páros fokúpontja van, mint G komplementerének, G-nek? (G-ben két 
sú
s de�ní
ió szerint akkorés 
sak akkor szomszédos, ha G-ben nem szomszédosak.)A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következ® adatokat: név, Neptun-kód, Neptun szerintigyakorlatvezet® neve.Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez szükséges minimális pontszám 24. A munkaid® 90 per
.A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat megírásaközben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.



Bevezetés a számításelméletbe I.Zárthelyi feladatok � azELS� zárthelyi pótlására2008. de
ember 2.1. Döntsük el, hogy a térben egy síkba esnek-e az A(2;−1; 1), B(4;−2;−1),
C(−6;−11; 2) és a D(10; 15; 3) pontok.2. A p valós paraméter milyen értékeire lineárisan függetlenek az alábbi, R

4-beli vek-torok?
a =









√
2
2

11
13









, b =









√
2
9

15
12









, c =









√
2

−19

4
19









és d =









√
2
9

−5
p









.

3. Bizonyítsuk be, hogy ha egy V vektortérnek adott egy (véges sok vektorból álló)generátorrendszere, akkor ennek vektorai közül kiválasztható néhány (esetleg mind)úgy, hogy a kiválasztott vektorok bázist alkotnak V -ben.4. Számítsuk ki az alábbi A mátrix determinánsát!
A =









0 3 4 5
2 0 4 5

2 3 0 5
2 3 4 0







5. Számítsuk ki az alábbi A mátrix 2008-adik hatványát (vagyis annak a 2008 tagúszorzatnak az értékét, amelyben minden tényez® A).
A =





2 2 −1

3 7 −3
8 16 −7



6. Legyen A egy (101×101)-es mátrix. Jelölje B az A els® 51 oszlopából álló mátrixotés jelölje C az A utolsó 51 oszlopából álló mátrixot. Határozzuk meg A-nak az 51-edikoszlopát, ha tudjuk, hogy r(A) = r(B) + r(C).
A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következ® adatokat: név, Neptun-kód, Neptun szerintigyakorlatvezet® neve.Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez szükséges minimális pontszám 24. A munkaid® 90 per
.A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat megírásaközben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.



Bevezetés a számításelméletbe I.Zárthelyi feladatok � aMÁSODIK zárthelyi pótlására2008. de
ember 2.1. Legyen adott a 3 dimenziós V vektortéren az A : V → V lineáris transzformá
ióés a B = {b1, b2, b3} bázis V -ben. Tegyük fel, hogy az A mátrixa a B bázis szerint azalábbi A mátrix. Milyen p paraméterek esetén teljesül, hogy 3b1 − b2 + p · b3 ∈ KerA?
A =





2 6 0
1 5 1
4 6 −3



2. Határozzuk meg az alábbi mátrix sajátértékeit és a legkisebb sajátértékhez keres-sünk egy sajátvektort!




1 0 5√
7 2

√
5

−2 0 8



3. Adjuk meg algebrai alakban az alábbi egyenletnek az összes olyan komplex megol-dását, amelynek a valós része pozitív és a képzetes része negatív.
7i + 3

7 − 3i
· z4 + 8(

√
3 + i) = 04. Oldjuk meg az alábbi egyenletet a komplex számok halmazán! (Az eredményt al-gebrai alakban adjuk meg.)

z2 + (1 + i)z + 4i = 05. Knoblau
h úr elfelejtette a jelszavát és most szeretné kitalálni. A következ®kreemlékszik:1. A jelszó 11 karakterb®l áll, amelyek mindegyike az A, B, C, D, E és F bet¶kvalamelyike.2. A fenti hat bet¶ közül az egyik 3-szor ismétl®dik; három olyan bet¶ van, amikétszer ismétl®dik, a többi kett® pedig 
sak egyszer szerepel a jelszóban.(Ezek szerint Knoblau
h úr jelszava lehet például DCABDFFEDBA.) Hány olyan jelszókészíthet®, amely megfelel a fenti feltételeknek?6. Határozzuk meg az összes olyan (legalább két 
sú
sú) fát, amely izomorf a sa-ját komplementerével! (Az egymással izomorf megoldásokat tekintsük azonosnak. Akomplementerben két 
sú
s de�ní
ió szerint akkor és 
sak akkor szomszédos, ha azeredeti gráfban nem szomszédosak.)A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következ® adatokat: név, Neptun-kód, Neptun szerintigyakorlatvezet® neve.Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez szükséges minimális pontszám 24. A munkaid® 90 per
.A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat megírásaközben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.



Bevezetés a számításelméletbe I.Zárthelyi feladatok � azELS� zárthelyi pótlására2008. de
ember 16.1. A p valós paraméter milyen értékeire teljesül, hogy a 4x + 3y + p · z = 7 egyenlet¶sík mer®leges az A(1; 3; 1) és a B(3; 8; 2) pontokat összeköt® egyenesre?2. Legyen V a 2 × 2-es mátrixok halmaza. Legyen V -n a ⊕ m¶velet a mátrixokhagyományos összeadása; értelmezzük továbbá tetsz®leges V -beli mátrix és λ ∈ Rvalós szám esetén az ⊙ szorzást az alábbiak szerint:
λ ⊙

(

a b

c d

)

=

(

λ · a b

c λ · d

)

.Vektorteret alkot-e V az így de�niált ⊕ és ⊙ m¶veletekkel?3. Döntsük el, hogy az alábbi a, b, c, d ∈ R
3 vektoroka) lineárisan függetlenek-e;b) generátorrendszert alkotnak-e az R

3 vektortérben.
a =





1
−2
−2



 , b =





3
4
9



 , c =





2
−6
−7



 és d =





−2
10
13



4. Bizonyítsuk be, hogy
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1002 1003 1005 1006
1003 1005 1006 1002

2005 2007 2009 2011
2011 2005 2007 2009

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 2008.

5. Döntsük el, hogy van-e inverze az alábbi mátrixnak; ha van inverz, határozzuk ismeg!
A =





2 1 3
2 1 4
9 4 12



6. Tegyük fel, hogy az A és B mátrixok sorainak száma megegyezik és r(A) < r(B).Bizonyítsuk be, hogy B-nek kiválasztható egy alkalmas oszlopa úgy, hogy ezzel azoszloppal az A-t kiegészítve a keletkez® A′ mátrixra r(A) < r(A′) teljesüljön!A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következ® adatokat: név, Neptun-kód, Neptun szerintigyakorlatvezet® neve.Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez szükséges minimális pontszám 24. A munkaid® 90 per
.A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat megírásaközben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.



Bevezetés a számításelméletbe I.Zárthelyi feladatok � aMÁSODIK zárthelyi pótlására2008. de
ember 16.1. Legyen adott a 3 dimenziós V vektortéren az A : V → V lineáris transzformá
ióés a B = {b1, b2, b3} bázis V -ben. Tegyük fel, hogy az A mátrixa a B bázis szerint azalábbi A mátrix. Igaz-e a b1 + b2 + b3 ∈ ImA állítás?
A =





1 1 0

1 0 1
0 1 1



2. Határozzuk meg a p valós paraméter értékét, ha tudjuk, hogy λ = 1 sajátértékeaz alábbi A mátrixnak! Határozzuk meg A összes sajátértékét és a legnagyobbhozkeressünk egy sajátvektort!
A =

(

5 10
2 p

)

3. Végezzük el az alábbi m¶veletet és az eredményt adjuk meg algebrai alakban!
3

√

56 − 8i

1 + 7i4. A z komplex számról tudjuk, hogy |z| = 1 és hogy a z− i ·z komplex szám képzetesrésze 0. Határozzuk meg z8 értékét!5. Kna
kwurst úr elfelejtette a jelszavát és most szeretné kitalálni. A következ®kreemlékszik:1. A jelszó 7 karakterb®l áll, amelyek mindegyike vagy az angol ábé
é 26 bet¶jénekvalamelyike, vagy pedig egy (0 és 9 közötti) számjegy.2. A jelszó 4 különböz® bet¶t és 3 különböz® számjegyet tartalmaz.3. A 3 számjegy a jelszóban egymás mellett áll.(Ezek szerint Kna
kwurst úr jelszava lehet például QYT713P.) Hány olyan jelszó ké-szíthet®, amely megfelel a fenti feltételeknek?6. Egy szabályos kilen
szögnek húzzuk be az összes legrövidebb (vagyis a kilen
szögbenmásodszomszédos 
sú
sokat összeköt®) átlóját. Igaz-e, hogy az így kapott (9 
sú
súés 18 él¶) gráf izomorf a saját komplementerével?A dolgozatra kérjük jól olvashatóan felírni a következ® adatokat: név, Neptun-kód, Neptun szerintigyakorlatvezet® neve.Minden feladat 10 pontot ér, az elégségeshez szükséges minimális pontszám 24. A munkaid® 90 per
.A feladatok megoldását indokolni kell, puszta eredményközlésért nem jár pont. A dolgozat megírásaközben számológép (vagy más segédeszköz) nem használható.


