Bevezetés a szamitdselméletbe 1. Zérthelyi feladatok 2003. november 6.

1. Egy adott n x n-es A mdtrix i-edik sordnak j-edik elemét jeldlje a;;. Minden 1 <i < n,1 < j < n esetén szorozzuk meg
a;;-t egy rogzitett z komplex szdm z* hatvanydval. (Vagyis a kitevé ugyanaz, mint a;; els§ indexe.) Hény kiilonboz6
médon régzithetd z tigy, hogy a fenti, 6sszesen n? darab szorzds elvégzése utan kapott A’ matrixra det A’ = det A
teljestiljon?

2. Oldjuk meg a komplex szamok korében az alabbi egyenletrendszert!

r+2y—z=3
2r+y+w=4
r—y+z+w=1
3. Az a;,az,a3 és a by, ba, bs, by vektorok generdljik ugyanazt a V linearis teret, vagyis
< ai,agz,ag >=< b]_, bz, b3, by >=1V.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor az alabbi négy vektorbdl allé vektorrendszer linearisan Gsszefliggd:
a; +az,as + b1,a3 + bz, bs + by.

4. Adjuk meg R3 (a hadromdimenzids valés tér) alabbi alterének egy bézisit:

x
Y 3z +2y+2=0
z

5. Legyen V egy 37 dimenzids linedris tér és A : V — V linedris leképezés. Jelolje A2 azt a linedris leképezést, amit
Vv i A%(v) = A(A(v)) definidl. Tegyiik fel, hogy dim ImA? = 7. Mennyi ezen feltétel mellett dim KerA lehetséges
legkisebb értéke?

6. Legyenek A, B : V7 — V; linedris leképezések, A, B pedig e két leképezés matrixa (a Vi és Va vektorterek ugyanazon
rogzitett bazisaiban felirva). Igazoljuk, hogy

r(A + B) < dim(< ImA,ImB >),

ahol < ImA, ImB > azt a legszlikebb linedris teret jeloli, ami ImA-t és ImB-t is tartalmazza. (A + B szokds szerint
a két métrix elemenkénti 6sszeaddsdval kapott, A-val és B-vel megegyez6 méretll, métrixot jeloli.)

7. Jelolje D azt az n-szer n-es matrixot, amiben a f64tl6 alatt minden elem 0, a f6atléban és felette pedig minden elem
1. (Vagyis d;j = 0, ha j <i és d;jj = 1, ha j >4, mig D = (di;)};—;.) Adjuk meg a D médtrix inverzét!

8. Az alédbbi determinansban a, b, ¢ és d valés szamokat jelolnek. Adjuk meg a determindns értékét!

1 a b c+d
1 b ¢ d+a
1 ¢ d a+bd
1 d a b+c



Bevezetés a szamitdaselméletbe 1.
2. zarthelyi, 2003. december 11.

1. Mik a sajatértékei az alabbi matrixnak?

1 2
-1 4
2. Hény olyan (végtelen hosszil) szdmtani sorozat van, amelynek minden eleme pozitiv egész szdm? (Vagyis, mi a

szamossdga az ezen szamtani sorozatokat tartalmazé halmaznak?)

3. Héany kiilonboz6 olyan n X n-es matrix van, aminek minden eleme 0, 1, vagy 2, a féatléjaban csupa egyforma elem &ll,
és ugyanez az elem a f6atlén kiviil mashol nem fordul el6?

4. Egy fa Priifer-kédja (az utolsd, “n” cimkéjli elem lefrdsa nélkiil értelmezve a Priifer-kédot):
2353983
Adjuk meg a fat!
5. Hany olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, amiben az “n” jelii pont els6foku?

6. Adjuk meg az alabbi élsilyokkal megadott graf 6sszes minimadlis sulyud feszitéfajat!

7. Sikbarajzolhaté-e egy hét hosszusagu kor komplementere, vagyis az a G gréaf, amire

V(G)={1,2,...,7}; EG)={{i,j}:1<]i—j|<6}7?

8. Egy mezén k héz és k kit 4ll. Minden haztdl pontosan 5 (kiilonbozd) kiithoz vezet it (méghozzd kozvetleniil, vagyis
mas hézak vagy kutak érintése nélkiil). Mutassuk meg, hogy biztosan van két olyan 1t, amelyek keresztezik egymést!



Bevezetés a szamitaselméletbe I. Pétzarthelyi feladatok (I.) 2003. december 2.

1. Adjuk meg az (1 —7)'% komplex szdm valds és képzetes részét!

2. Oldjuk meg a valés szamok korében az aldbbi egyenletrendszert!

r+z4+w=4
20 +y —w =2
3x+y+2="7

3. Vektorteret adnak-e az aldbbi valdselemii métrixok a mdatrixok szokdsos (tehdt elemenkénti) Osszeaddsdra és valds

szammal valé szorzasara nézve?
{( Z 8 ) :a,b€§R,a+b5}

a.)
{( 8 Z) :a,b,cG?R,aerO}

4. Legyen E linearis tér és F1, F5 ennek alterei. Tudjuk, hogy dim ' = 10,dim F} = 5,dim F» = 6, és azt, hogy F} és F»
elemei egyiitt generaljédk a teljes E vektorteret. Mennyi az F; N Fy vektortér dimenzidja?

5. Az A :V; — Vs leképezésrél tudjuk, hogy teljesiil rd az alabbi két feltétel:
a. TetszOleges 7 elem képe linedrisan Osszefliggo;
b. Tetszbleges 8 linedrisan fiiggetlen Vi-beli elem kozott van olyan, amelyiknek a képe nem 0.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor dim V; < 13.

6. Legyen m az 1,2,...,2003 szdmok egy permutdcidja, és jelolje ' ennek megforditasit. (Tehdt a 7 szerint az i-edik
helyen 4116 elem azonos a 7’ szerint a (2003 — i + 1)-edik helyen &l16 elemmel.) Igaz-e tetsz6leges m permuticié esetén,
hogy 7 és 7’ inverzidszdma kiilonb6z6 paritdsi?

7. Adjuk meg az aldbbi matrix inverzét!

(1 1)

8. Legyen A m x n-es (vagyis m sorbdl és n oszlopbdl §116), B pedig n x m-es (vagyis n sorbdl és m oszlopbdl 4116) matrix.
Tegyiik fel, hogy n < m. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az A - B méatrix nem invertalhato.

N[ =
ol



