Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Pétzarthelyi feladatok — pontozasi utmutatéd
2024. december 9.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékit megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbo6l nem dertl ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszédm 0).

Az atmutatoéban szerepl6 részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Az R%-beli V altér alljon azokbdl a vektorokbdl, melyeknek @1, zs, 23, 24

koordinataira teljestil, hogy x; — x5 + x3 — x4 = 0. Hozza lehet-e venni a 1 (1)

jobbra lathato vektorokhoz néhany tovabbi vektort gy, hogy bazist kapjunk u=111p =11

V-ben? Ha igen, akkor hanyat? (Azt nem sziikséges bebizonyitani egy teljes 1 0

értékii megoldéashoz, hogy V' val6ban altér.)
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Nyilvdn u,v € V. (1 pont)

Az u,v vektorrendszer linearisan fliggetlen, mert a két vektor kozil egyik sem skalarszorosa a masiknak.
(1 pont)

Tehat a tanultak szerint az u, v rendszer kiegészithetd V' egy bazisava. (2 pont)

Tekintsiik a w = (0,0,1,1)" vektort. Megmutatjuk, hogy az u, v, w rendszer V egy bazisa. Ehhez azt kell

belatnunk, hogy ez a harom vektor linedrisan fliggetlen és V' egy generatorrendszerét alkotja. (0 pont)

Tegyiik fel, hogy a-u+ 3 -v+ v -w = 0 teljestl valamilyen «a, 5,7 € R skalarokra. Behelyettesitve az
u, v, w vektorokat és elvégezve a miiveleteket a kdvetkezo linedris egyenletrendszerre jutunk:

a =0

a+p =0

at+B+y =0

a+y =0
Az els6é egyenletbdl a = 0, amit a masodikba, illetve a negyedikbe beirva § = 0, illetve v = 0 adddik.
(1 pont)
fgy a tanultak szerint u, v, w linedrisan fiiggetlenek (mert au+ Sv+~yw = 0 csak az a« = f = = 0 esetben
lehetséges). (1 pont)

Ahhoz, hogy belassuk, hogy az u, v, w vektorok V' egy generatorrendszerét alkotjak, azt kell megmutatnunk,



hogy u, v, w € V, valamint tetszbéleges x € V' vektor kifejezheté az u, v, w vektorok linearis kombinacidja-
ként.

Nyilvan w,v,w € V.

Legyen x € V tetszbleges. Ekkor V lefrdsa alapjan z = (x1, 9,73, 71 — 9 + x3)' valamely x1, 7y, 73

szamokra. (1 pont)
Mivel z = 1 - u+ (2 — 1) - v + (x3 — x2) - w, ezért x valéban kifejezheté az w, v, w vektorok linedris
kombinacidjaként. (1 pont)

Tehat az u, v, w vektorok V egy béazisat alkotjak.

(Természetesen méas w vektor is lehet jo; ilyenkor az u, v, w rendszer lineéris fliggetlenségének megmutatésa
1 pontot, a generatorrendszerségének beldtasa pedig 2 pontot ér.)

Mivel egy altérben minden bazis azonos elemszamu, ezért az u,v rendszerhez tovabbi egy vektort kell
hozzavenni, hogy V egy béazisat kapjuk. (2 pont)

Az utolsé 2 pont tehat annak a kozléséért és megmutatdsaért jar, hogy csak pontosan 1 tovabbi vektor
hozzavételével kaphatd bazis és mas darabszam nem johet széba.

Az utolsé 6 pont természetesen gy is megszerezhetd, hogy belatjuk, hogy dimV = 3, példaul annak
megmutatasdval, hogy az (1,0,0,1)T, (0,1,0,—1)7, (0,0,1,1)" vektorok egy bazist alkotnak V-ben, majd
a fent leirt médon kovetkeztetiink arra, hogy egy vektorra van sziikség. Ekkor a dimenzié meghatarozasaért
4 pont, a bazis elemszamanak egyértelmiiségére vald hivatkozasért pedig 2 pont jar.

2. a) A p és ¢ valés paraméterek minden értékére adjuk meg az aldbbi egyenletrendszer megoldasainak
szamat.

b) Ha p-nek és g-nak van olyan értéke, amelyre az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van,
akkor a p és g ezen értékeire adjuk meg az Osszes megoldast.

T — 25(]2 + 51’3 = —4
21’1 - 4l‘2 + 151’3 + 51’4 = —13
Ty + 913 — 2204 = 2
Ty —Oxp+2w3+p-ay = q
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A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk.

1 -2 5 0] -4 1 -2 5 0| -4 1 -2 5 0| -4
2 —415 5 |—13 0 0 5 5| —5 0 2 4 -2 6
1 0 9 -2 21710 2 4 -2 61710 0 5 5 5|
1 =5 2 p q 0 -3 =3 p |qg+4 0 -3 =3 p |qg+4

1 -25 0 —4 1 =25 0 —4

0 12 -1 3 0 12 -1 3

~“1o0o 05 5 51710 01 1 -1
0 03 p—3|g+13 0 00 p—=6|g+16 (2 pont)

Ha p # 6, akkor az utolsé sort (p — 6)-tal osztva kapjuk a lépcsés alakot. Mivel minden oszlopban van
vezéregyes (és a redukalt 1épcsos alakig ez mar nem valtozhat meg), ezért ilyenkor a megoldas egyértelmi

(vagyis a megolddsok szdma 1). (2 pont)
Ha p = 6 és g # —16, akkor az utolso sor ,tilos sor”. Ezért ilyenkor nincs megoldés. (1 pont)
Ha p = 6 és ¢ = —16, akkor az utolsé sor csupa nulla sor, ezért ilyenkor a lépcsés alakot ennek az
elhagyasaval kapjuk. (1 pont)

Innen a Gauss-eliminaciét folytatva kapjuk a redukalt 1épcsos alakot.

1 =25 0|4 1 =20 =5| 1 100 —11
o 12 -1 3)]~10 10-3] 5]~1010 -3
-1 001 1

0 01 1| -1 0 01 1

11
5
-1



(1 pont)
gy ha p = 6 és ¢ = —16, akkor végtelen sok megoldés van: (1 pont)
x4 = a € R szabad paraméter és v1 = 11 + 1la, 20 =5+ 3a, x4 = —1 — a. (2 pont)

A szdmolasi hibak — egyébként elvileg j6 megoldas esetén — darabonként 1 pont levondst jelentenek. Ha
a hiba koévetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltethetd
részekért adhat6 pont. Ha egy megoldd (akar helyes) szamitdsokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez,
behelyettesit, stb.), de ezek nem célratoréek, nem mutatjék egy helyes megoldds iranyét, azért csak nagyon
kevés pont (maximum 3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatél fuggben.

-1 010
3. Szamitsuk ki a jobbra lathaté determindns értékét a determinans definicija szerint. 738 5
(A megolddsban tehét ne hasznéljunk semmilyen, a determindnsra vonatkozé tételt 900 2
vagy azonossagot, pusztan a definiciéra alapozva hatarozzuk meg az értékét.) 4050
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két nemnulla szorzat szerepel. (1 pont)
Ha ugyanis nemnulla szorzatot szeretnénk kivalasztani, akkor a mésodik oszlopbdl csak a 3-at valaszt-
hatjuk, igy a negyedik oszlopbdl a 2-t kell valasztanunk. Vagyis az elsé oszlopbdl vagy a (—1)-et, vagy a
4-et kell valasztanunk. Az el6bbi esetben a harmadik oszlopbdl az 5-6t, az utébbi esetben pedig az 1-et
kell valasztanunk, igy csakugyan két nemnulla szorzatunk lesz, mégpedig a (—1)-3-2-5ésaz 1-3-2-4.

(2 pont)
Az ezekhez tartozé permutiaciok rendre az 1,2,4, 3, illetve a 3,2,4, 1. (1 pont)
Ezek kozil az els6 inverzidszama 1, mivel ebben a permutdciéban csak a 4 és a 3 4ll inverziéban, (1 pont)
a masodiké 4, mivel ebben a permutédciéban az inverziéban &allé elemparok (3,2), (3,1), (2,1) és (4,1).

(1 pont)
A (—1)-3-2-5 szorzatot tehat negativ eléjellel kell figyelembe venntink, mivel a hozza tartozé permutacié
inverzidszama pératlan, (1 pont)
a l-3-2-4 szorzatot pedig pozitiv el6jellel, hiszen a hozzad tartozd permutéacié inverzidszama péaros.
(1 pont)
A determinans értéke tehat —(—1)-3-2-5+1-3-2-4 =30+ 24 = 54. (2 pont)

4. A 2 x 4-es A métrixrél tudjuk, hogy A - AT = 0. Hatdrozzuk meg az AT - A matrixot. (Itt a 0 a
nullmatrixot jeloli, vagyis azt a matrixot, aminek minden eleme nulla.)
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Legyen
a b cd
A= i)

Ekkor az A - AT métrix f64tlojaban all6 elemek a? + b% + c* + d? és e® + f2 + g> + h2. (3 pont)
Mivel A - AT a nullmatrix, ezért a®> + 0>+ 2+ d?> =0és e + f2+ ¢> + h? = 0, (2 pont)
ami csak ugy lehetséges, haa =b=c=d=e = f =g =h =0, azaz A éppen a 2 X 4-es nullmatrix.

(3 pont)
fgy AT - A a 4 x 4-es nullmétrix. (141 pont)

Ha egy megold6 paraméteresen kiszamolja az A - AT matrixot és azt egyenlévé teszi a nullmdatrixszal, de
a feladat megoldasahoz tovabbi érdemi lépéseket nem végez, akkor ezért legfeljebb 3 pontot kaphat.

-3 -6 0 3 6
5. Legfeljebb hanyat lehet kivilasztani a jobbra lathaté méatrix oszlopai 2 5 1 -2 -1

koziil igy, hogy a kivalasztott oszlopok linearisan fiiggetlenek legyenek? ;1 g % (1) _?
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A keresett érték a matrix oszloprangja, azaz a matrix rangja. (3 pont)
A rangot a tanultak szerint Gauss-eliminacioval hatarozzuk meg.

-3 -6 0 3 6 1 2 0 -1 -2 120 -1 -2
2 5 1-2-1| [o 1 1 0 3| [o11 0 3]
4 9 1 097" l0o 1 1 417" 000 4 4]~
-2 -6 -2 -1 1 0 -2 -2 -3 -3 000 -3 3
120 =1 =2 120 -1 -2
011 0 3
=T =r| 011 0 3
000 1 —1 000 1 —1
000 0 O (4 pont)
A kapott matrix 1épcsos alaki, igy a rangja a sorainak (avagy a vezéregyeseinek) a szama: 3. (3 pont)

gy a matrix oszlopai koziil legfeljebb 3-at lehet kivdlasztani tgy, hogy a kivélasztott vektorok linedrisan
fiiggetlenek legyenek.

6*. Legyen A egy (2n) x (2n)-es matrix, ahol n > 2 tetsz6leges. Jelolje rendre Ay, Ay, A3 és Ay az A
matrix bal felsd, jobb felsd, bal also, illetve jobb alsé n x n-es részmatrixat. Dontsiik el, hogy igazak-e az
alabbi allitdsok (minden széba jovo esetben).

a) Ha az Ay, A, A3, Ay matrixok mindegyikének létezik inverze, akkor A-nak is létezik inverze.

b) Ha A3 a nullmatrix, az A; és A, métrixoknak pedig létezik inverze, akkor A-nak is létezik inverze.
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a) Az allitds nem igaz minden széba j6v6 esetben. Legyen Aj, Ay, Az és Ay is az n X n-es egységmatrix.

(0 pont)
Az Ay, As, Az és A, matrixoknak létezik inverze, hiszen az egységmatrix inverze 6nmaga. (1 pont)
Az A métrixnak azonban nem létezik inverze, mivel a determinansa O: (1 pont)
az (n + 1)-edik sordbdl az els6t levonva a determindnsa nem valtozik, és egy csupa 0 sort kapunk, igy a
tanultak szerint a determinéns 0. (2 pont)

b) Az allitas igaz. Ehhez elég megmutatni, hogy az A matrix determindnsa nem nulla, hiszen ekkor a
tanult tétel szerint az A matrixnak létezik inverze. (1 pont)
Gauss-eliminacio segitségével hozzuk 1épcsos alakra el6szor az A els6 n sorabol allo részmatrixot, azaz az
(A1 | Ag) részmétrixot. Mivel az A; matrixnak létezik inverze, azaz a determindnsa nem nulla, ezért a
1épcsos alak elsé n oszlopaban lesz vezéregyes. Most Gauss-eliminacio segitségével hozzuk 1épesds alakra az
A utols6 n sordbol allé részmatrixot, azaz a (0 | Ag) részmatrixot. Ekkor a 1épcsés alak els6 n oszlopaban
tovabbra is minden elem 0 lesz, és mivel az Ay matrixnak létezik inverze, azaz a determindnsa nem
nulla, ezért a lépcsos alak utolsdé n oszlopaban lesz vezéregyes. Ekkor az A matrixon a megfelel6 elemi
sorekvivalens 1épéseket elvégezve egy felsé haromszogmatrixot kapunk, aminek a féatlojaban minden elem
L. (3 pont)
Mivel az elemi sorekvivalens lépések nem valtoztatjak meg azt, hogy det A értéke 0 vagy sem, és a kapott
fels6 haromszogmatrix determindnsa a féatlébeli elemeknek a szorzata, ami 1 (vagyis nem 0), ezért det A #
0, (2 pont)
vagyis a tanult tétel értelmében A-nak valoban létezik inverze.

A b) részre jar6 6 pont természetesen megszerezheté annak (hidnytalan) megmutatasaval is, hogy az A
matrixnak az inverze az a (2n) x (2n)-es matrix, melynek bal felsé, jobb felsé, bal also, illetve jobb alsé
n X n-es részmétrixa rendre A7t —A7 A ALY, 0 é6s Ay, ahol 0 az n x n-es nullmétrixot jeloli.



