Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Pétzarthelyi feladatok — pontozasi utmutatéd
2024. november 15.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi utmutatod célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Az utmutaténak nem
célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot ér6
megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédo gon-
dolat egy 4ttekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szereplo ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az utmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hatéskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, gondolatért, amely egy megoldasban érdemi szerephez juthat
és amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna
kaphaté. Ha egy megoldo egy feladatra tobb, egymastél lényegesen kiillonb6zo megoldast is elkezd, akkor
legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy
helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré megoldéskezdeményt értékeljiitk. Ha azonban tobb
megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat tartalmazé is, tovabba a dolgozatbd6l nem dertil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik
(akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az ttmutatéban szereplo részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eléadason szerepld
tételekre és allitasokra lehet hivatkozni.

1. Hany olyan szam van 1 és 10000 kozott, mely oszthatd 7-tel és 8-cal is, a 22-vel vett osztasi maradéka
pedig 107
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Mivel (7,8) = 1, ezért egy szam akkor és csak akkor oszthatd 7-tel és 8-cal is, ha oszthat6 56-tal. (1 pont)
Vagyis a feladat feltételeib6l n =0 (mod 56) és n = 10 (mod 22) adédik. (1 pont)
A kapott kongruenciarendszert a tanult modszerrel oldjuk meg. Az elsé kongruenciabdl n = 56k kovetkezik
valamilyen k egészre. Ezt a masodikba helyettesitve: 56k = 10 (mod 22), vagyis 12k = 10 (mod 22).

(2 pont)
Mivel (12,22) = 2 | 10, ezért a kongruencia a tanult tétel szerint megoldhat6 (és két megoldésa lesz
modulo 10). (1 pont)

Mindkét oldalt 2-vel osztva: 6k =5 (mod 11), ahol a modulust le kellett osztani (22,2) = 2-vel. Mindkét
oldalt 2-vel szorozva: 12k = 10 (mod 11), vagyis k = 10 (mod 11). A 2-vel val6 szorzas (2,11) = 1 miatt
ekvivalens 1épés volt (vagyis a megoldashalmaz nem véltozott). Tehdt k = 11¢ + 10 valamilyen ¢ egészre.

(3 pont)
Ezt visszahelyettesitve: n = 56(11¢ + 10) = 616¢ + 560. (1 pont)
Mivel ez a szam pontosan akkor esik 0 és 10000 koézé, ha ¢ € {0,1,...,15}, ezért 16 darab olyan szam
van, ami megfelel a feladat feltételeinek. (1 pont)

A linearis kongruencia megoldasakor a lépések ekvivalencidaja helyett hivatkozhatunk arra is, hogy két
megoldast kaptunk modulo 22, nevezetesen a 10-et és a 21-et, és mivel a megoldasok szama kettd mo-
dulo 22, ezért csak ezek lehetnek a megoldasok; illetve természetesen ellenorzéssel is meggyézédhetiink
a kapott megoldasok helyességérol. Ha a fenti megoldasban a kapott eredmény helyességérol a 1épések



ekvivalencidjaval vagy ellendrzéssel gy6zodiink meg, akkor a megoldhatosag tényének, illetve a megoldasok
szamanak az elézetes megallapitasara nincs feltétlen sziikség; igy a fenti pontozas szerinti els6 1 pont az
ilyen (egyébként teljes értékii) megoldasokra is jar.

A linearis kongruenciat természetesen a tanult euklideszi algoritmussal is megoldhatjuk. Ezzel a 2-vel
valé leosztds utén sorra a 11k = 0 (mod 11), 6k = 5 (mod 11), 5k = —5 (mod 11), k¥ = 10 (mod 11)
kongruencidk keletkeznek. Ekkor a 3 pontot éré blokkbdl 1 pontot ér, hogy az eljaras az elsé fazisban 2-vel
leoszt, és 2 pontot ér maga a szamolas. Ha egy megold6 az euklideszi algoritmus elején nem oszt le, akkor
az algoritmus végrehajtasaért legfeljebb 2 pontot kaphat.

2. Legyen n = 1122334455667788. Az eléadason tanult megfelel6 algoritmus alkalmazasaval hatdrozzuk
meg 48n + 12 és 33n + 8 legnagyobb ko6zos osztdjat.
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Az euklideszi algoritmust alkalmazzuk. (Ez a pontszam tehat annak jar, aki felismeri, hogy ezt az algorit-
must kell alkalmazni — akkor is, ha ezt kilén nem irja le.) (2 pont)
A (48n + 12)-t (33n + 8)-cal maradékosan osztva: 48n + 12 =1-(33n + 8) + 15n + 4.

A (33n + 8)-at (15n + 4)-gyel maradékosan osztva: 33n + 8 =2 - (15n + 4) + 3n.

A (15n + 4)-et 3n-nel maradékosan osztva: 15n +4 = 5-3n + 4. (4 pont)
Mivel az n utols6é két szamjegyébol képzett szam 88, ami oszthatd 4-gyel, ezért n is, valamint 3n is
oszthaté 4-gyel. Igy 3n-et 4-gyel osztva a maradék 0. (2 pont)
fgy a legnagyobb kozos oszté (az utols6 nemnulla maradék, vagyis) 4. (2 pont)

3. A p valés paraméter minden lehetséges értékére dontsiik el, hogy az alabbi egyenletrendszerli e és f
egyenesek

a) parhuzamosak-e; b) merélegesek-e.
2—x y—T7 2z2—6 r+9 5—2z
e: = = f: =2y =
4 D 3 2 3
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a) Az e egyenletrendszerét atalakitva % = % = Zgﬁ adédik, amibol mar kiolvashato e iranyvektora:
ve = (—4;p; 3). (1 pont)
Hasonléan az f egyenletrendszerét atalakitva ‘%9 = % = 2:35/22 adddik, amibdl kiolvashato f iranyvekto-
ra: vy = (2;1/2;-3/2). (2 pont)
Két egyenes pontosan akkor parhuzamos, ha irdnyvektoraik parhuzamosak, vagyis ha v, és v, egymads
(nemnulla) konstansszorosai, azaz ha létezik olyan A € R szdm, hogy v, = A - v;. (1 pont)
Vagyis —4 =2\, p=1/2-\, 3= —-3/2- A, amib6l A = —2 adddik, és innen p = —1. (1 pont)
Tehat a két egyenes akkor és csak akkor parhuzamos, ha p = —1. (1 pont)

b) Két egyenes pontosan akkor meréleges, ha irdnyvektoraik merdlegesek, (
vagyis ha v, - vy = 0. (1 pont
Tehdt 0= —4-2+p-3+3- (=3) = -2 + 2, amibsl p = 25. (
Tehat a két egyenes akkor és csak akkor merdleges, ha p = 25. (

Ha egy megoldé helyteleniil irja fel az irdnyvektorokat, akkor az irdnyvektorok meghatarozasaért jaro
142 pont elvesztése utan a tovabbi részpontszamokat még megkaphatja. Ha azonban a hiba kovetkeztében
a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltetheto részekért adhatéd pont.

4. Legyenek u és v az aldbbi R¥-beli vektorok. Hatdrozzuk meg az (u,v) generalt altér osszes olyan
elemét, aminek az elso és a harmadik koordinataja azonos, a negyedik koordinataja pedig 5-tel nagyobb a
masodiknal.
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Legyen z egy ilyen vektor. Ekkor z € (u,v) azt jelenti, hogy z kifejezheté u-bdl és v-b6l linedris kombind-
cidval, vagyis léteznek olyan «, 8 skalarok, hogy a-u+ v = 2. (3 pont)
Ekkor a miiveleteket elvégezve a kovetkezot kapjuk:

200 — 8
B a
== s
—a+ 30
(2 pont)
Vagyis a feladat feltételei szerint a kovetkez6 egyenletrendszert kapjuk.
20 -0 =0
—a+38=a+5 (2 pont)
Az elsd egyenletbdl o = 8 adddik. Ezt a mésodikba behelyettesitve o = 3 = 5. (1 pont)
Igy az (u,v) generdlt altérnek az egyetlen, a feltételeknek megfelelé eleme a z = (5;5:5;10)T vektor.
(2 pont)

5. Legyenek a, b, ¢, d olyan R™-beli vektorok, melyekre az a, b, ¢ rendszer linearisan fiiggetlen, de az a,b,d
linearisan o6sszefiiggd. Dontsiik el, hogy az alabbi harom allitas koziil melyik teljestl.
— Az a, b, ¢ + d rendszer biztosan linearisan fiiggetlen.
— Az a, b, ¢+ d rendszer biztosan linearisan Osszefliggo.
— Az a, b, c+d rendszer lehet linearisan fliggetlen és lehet linearisan 6sszefliggé is az a, b, ¢, d vektorok
valasztasatol fiiggden.
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Megmutatjuk, hogy az a, b, ¢ + d rendszer biztosan linearisan fliggetlen.

1. megoldas.

Mivel az a, b, ¢ rendszer linearisan fiiggetlen, ezért az a, b rendszer is az. (1 pont)
Mivel azonban az a, b, d rendszer mar linedrisan 0sszefiiggd, ezért az ijonnan érkez6 vektor lemmaéja szerint
d € {(a,b), azaz léteznek olyan «,  skaldrok, hogy a-a+ 3 -b=d. (2 pont)
Tegytik fel, hogy A1 -a+ Ay - b+ A3+ (¢c+ d) = 0 teljestl valamilyen Aj, Ay, A3 skalarokra. (1 pont)

Behelyettesitve ebbe a d = - a + [ - b Osszefliggést, majd atrendezve az egyenletet

(M+X3-a)-a+N+A3-8)-b+A3-c=0

adodik. (2 pont)
Mivel az a,b,c vektorok linedrisan fiiggetlenek, ezért ez csak ugy lehetséges, ha (A + A3 - a) = 0 és
Aa+ A3 =046 A3 =0. (2 pont)
Ebbél azonnal adédik, hogy Ay = 0 és Ay = 0 is teljesiil. (1 pont)
Igy az a, b, ¢+ d vektorok egy linedris kombinaciéja akkor és csak akkor lehet a nullvektor, ha mindhdrom
egyiitthatd 0, igy az eléadason tanult tétel szerint a vektorok linearisan fiiggetlenek. (1 pont)

2. megoldas.
Indirekt tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ + d rendszer Osszefliggo.



Mivel az a, b, ¢ rendszer linedrisan fiiggetlen, ezért az a, b rendszer is az. (1 pont)
Mivel azonban az a, b, ¢ + d rendszer mar linearisan Osszefliggd, ezért az jonnan érkezo vektor lemmaéja

szerint ¢ + d € (a, b). (2 pont)
Hasonléan, mivel az a, b, d rendszer is linearisan 6sszefiiggod, ezért az tjonnan érkezo vektor lemmaja szerint
d e (a,b). (2 pont)
Mivel minden altér zart az osszeadasra és a skaldrral valé szorzésra, ezért ekkor —d € (a,b), és igy
c=(c+d)+(-1)-d € (ab), (3 pont)
ami ellentmond annak, hogy az a, b, ¢ vektorok linearisan fiiggetlenek. (2 pont)

Tehat az a, b, ¢ + d rendszer valéban linearisan fliggetlen.

6%*. Legyenek a és b egymashoz relativ prim, pozitiv egész szamok. Mennyi maradékot ad az a¥#® 4 p#(@
szam ab-vel osztva?
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Tekintsiik az a?® + b9@ szadm a-val, illetve b-vel vett osztdsi maradékat.

Nyilvdn a#® = 0 (mod a) és b*» =0 (mod b). (1 pont)
Mivel (a,b) = 1, ezért az Euler-Fermat-tétel szerint a¥® =1 (mod b) és b¥(*) =1 (mod a). (1 pont)
Vagyis a?® +b¥(4) =0+ 1 =1 (mod a) és a®?® + ¥ =14+ 0=1 (mod b). (2 pont)
Igy a kongruencia ekvivalens definiciéja szerint a®® + b#(®) — 1 oszthaté a-val és b-vel is, (3 pont)
tehét (a,b) = 1 miatt a®® + b9(@) — 1 oszthaté ab-vel is. (2 pont)
Vagyis a a?® + ¥ szam 1 maradékot ad ab-vel osztva. (1 pont)



