Bevezetés a szamitaselméletbe I.
masodik poétzarthelyi — pontozasi atmutato
2023. december 11.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az itmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekintheték.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valéban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitd
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldo egy
feladatra tobb, egyméstol 1ényegesen kiillonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hets, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbdl nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az utmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban le-
irttol eltérs jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az elGadason
szerepld tételekre és éllitdsokra lehet hivatkozni.

1. Létezik-e az alabbi egyenletrendszernek olyan megoldésa, melyre x1 = 3(24)% — 224 + 17
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Az egyenletrendszer kib6vitett egyiitthatomatrixa 2 7 5 1016 . (0 pont)
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Gauss-eliminaciot hasznalunk:
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A redukalt 1épcsés alak alapjén az egyenletrendszer megoldasai 3 = a € Rz = a — 2,29 =
—o, x4 = 1. (3 pont)
A kapott értékeket az x1 = 3(x4)® — 224 + 1 egyenldségbe helyettesitve a — 2 = 3 — 2 + 1 adédik,

(2 pont)

vagyis az egyenlGség o = 4 mellett teljesiil. (1 pont)

Mivel « barmilyen valds értéket felvehet, igy o = 4 is lehetséges, az egyenletrendszernek tehat



van a feltételnek megfelel§ megoldasa. (1 pont)

2. Hatarozzuk meg a jobbra lathaté méatrix determinénsat a p valos
paraméter fiiggvényében.
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Gauss-eliminaciot fogunk hasznalni, de ezt megel6zGen kicseréljiik a mésodik és a negyedik sort,
ami a determinanst a (—1)-szeresére véltoztatja.

1 1 2 5 1 1 2 5 1 1 2 )
2 p 3 5| |1 13 2| o o 1 =3[
3 4 5 2| 3 4 5 2| 0 1 -1 =13 |
1 1 3 2 2 p 3 5 0 p—2 -1 -5
1 1 2 ) 1 1 2 5 1 1 2 5
o 1 -1 -1 o o1 41 13 | o 1 -1 -13 |
10 0 1 -3 0 O 1 -3 10 0 1 -3 h
0 p—2 -1 -5 0 0 p—3 13p—3l 0 0 0 16p—40
= 16p — 40. (10 pont)

A determinéanst természetesen més tanult modszerrel (pl. kifejtési tétel) is meg lehet hatarozni.
Aki helyesen irja fel a determinanst valamelyik sor vagy oszlop szerint kifejtve, de tovdbb nem
jut, az 2 pontot kapjon. Aki a kifejtést megel6zGen eléri, hogy a kifejtésre hasznalt sorban vagy
oszlopban 1, illetve 2 elem 0 legyen (természetesen a megfelels indoklassal), az 1, illetve 2 pontot
kaphat ezért. Aki a kifejtés soran ad6do 3 x 3-as matrixokat is kifejti, az tovabbi 3 pontot kaphat.
A determinansra vonatkozo, de a targy anyagdban nem szerepls allitdsok (pl. Sarrus-szabaly)
csak a vonatkozoé allitds bizonyitasaval egyiitt hasznalhatok. A Gauss-eliminaciéra hasonlito, de
azt valdjaban nem koveté megoldasok csak akkor lehetnek teljes értékiek, ha az egyes lépések
hatéasairol szo esik. Ezek hianyaért darabonként 1 pontot vonjunk le, mint ahogy szdmolési hibakért
is. Elvi hibéakeért (pl. sorcsere soran a (—1)-gyel szorzas elmulasztésa, a kifejtési tétel soran rossz
el6jel hasznalata, az elGjelezés elmulasztasa) viszont darabonként 4 pont levonéas jar.

3. Legyenek A és B 2 x 2-es méatrixok. C' legyen az a 4 x 4-es méatrix, melynek bal felsé és jobb
fels6 2 x 2-es részmatrixa A, bal als6 és jobb alsé 2 x 2-es részmatrixa B. Legyen tovabba D az
a 4 x 4-es matrix, melynek bal felsé 2 x 2-es részmatrixa A, jobb als6é 2 x 2-es részmétrixa B, a
tobbi 8 eleme pedig 0.

a) Igaz-e, hogy ekkor det C' = det A det B mindig teljesiil?

b) Igaz-e, hogy ekkor det D = det A det B mindig teljesiil?
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a) Az &llitas nem igaz. (0 pont)
Legyen pl. A és B is a 2 x 2-es egységmatrix, ekkor C-nek van két azonos sora, igy a determinansa
0, mig A = B determinansa 1, az egyenlGség tehat nem teljestil. (3 pont)

Természetesen rengeteg mésik ellenpélda is adhaté. Hidnyos megoldasra akkor jar részpontszam,
ha a kérdéses determinansokat a megoldé kiszadmitja vagy ha erre nem keriil sor, akkor valamilyen
meggydzs érv szol amellett, hogy az egyenlség tényleg nem fog teljesiilni. Ha az ellenpélda jo, de a
determinénsok kiszdmitasa soran a megoldd szamolasi hibat vét, akkor az ilyenekért darabonként
1 pontot vonjunk le. Rossz ellenpélda esetén a determindnsok kiszdmitasaért nem jar pont.

b) Az allitas igaz. (0 pont)
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A determinansa ad — bc, B determinansa eh — fg. (1 pont)
Fejtsiik ki D determinansat az els6 sor szerint:

d0o0 c00
detD=a|0 e f|—b|0c¢e f]. (2 pont)
0gh 0gh
A két 3 x 3-as determindnst az els6 soruk szerint kifejtve:
—ad| el 2
detD—adgh bcgh’— (2 pont)
= (ad — bc) ; {z , amibdl a kivant allitas azonnal adodik. (1 pont)

A determinéns persze mésképp is szamithato, de ez a b) részben tipikusan elég koriilményes. Elvi
hibaért (barmely részben) darabonként 4 pontot vonjunk le.

4. Létezik-e olyan matrix, melynek a jobbra lathaté méatrix az inverze? Ha
igen, adjuk is meg.
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Legyen a feladatban szereplé matrix A, olyan B métrixot keresiink, melyre B! = A. (0 pont)
Ekkor E = BB~! = BAés E = B~'B = AB is teljesiil, tehat B az A inverze kell legyen. (2 pont)
Gauss-eliminécioval:
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Mivel a bal oldalon megkaptuk az egységmatrixot, A-nak létezik inverze (3 pont)
és az a jobb oldalon megjelend méatrix, igy ez lesz a keresett B. (1 pont)

Az inverz létezésének megmutatasiért jaré pontok természetesen mashogy is megszerezhetsk, pl.:
a ,(pontosan) akkor létezik az inverz, ha A determindnsa nem 0” allitds 1 pontot ér, A determi-
nansanak kiszamitasa pedig tovabbi 2-t. Aki a kapott inverzrdl ellenérzi, hogy azzal balrdl, illetve
jobbrol beszorozva A-t egységmaétrixot kapunk, ezért 1-1 pluszpontot kapjon, feltéve, hogy ezzel
nem lépi tul a 10-et (a pontok akkor jarnak, ha a szorzas helyes — nem sziikséges, hogy j6 matrixot
szorozzon A-val a megoldo).

5. Egy 5 x 5-0s A matrix els§ négy sora linearisan fiiggetlen, az els6 négy oszlopa pedig linearisan
Osszefiiggs. Hatarozzuk meg A rangjanak Osszes lehetséges értékét.
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Mivel A-nak van négy fiiggetlen sora, a rangja legalabb 4 (a sorrang definicidja szerint). (3 pont)

A els6 négy oszlopa Osszefiiggs, igy A Osszes oszlopa is Osszefiliggos. (2 pont)
Valéban: ha A oszlopai fiiggetlenek lennének, akkor (az eladéson tanultak szerint) az oszlopok
barmely részhalmaza, igy az elsé négy oszlop is fiiggetlen lenne. (2 pont)
Mivel A oszlopai Osszefiiggk, az oszloprang definiciéja miatt A rangja kisebb, mint 5, tehat
legfeljebb 4 lehet, (3 pont)
a rang tehat pontosan 4. (0 pont)

Szigortian véve még meg kéne indokolni, hogy a rang lehet is 4 (kénnyt ra példat adni), de mivel
a feladat szovegébdl kovetkeztethetiink arra, hogy létezik ilyen matrix és annak rangja csak 4
lehet, ennek hidnyaért ne vonjunk le pontot. Ha viszont valaki kitér erre és jo példat ad meg,
akkor kaphat egy extra pontot (persze csak akkor, ha egyébként nem lenne maximum pontos a
megoldasa).

6%. Az 5 x 5-6s A matrixrol annyit tudunk, hogy a rangja 3.

a) Mutassuk meg, hogy A-nak barmely elemét barhogy megvaltoztatva a kapott métrix rangja
legfeljebb 4 lesz.

b) Mutassuk meg, hogy A-nak létezik olyan eleme, melyet alkalmasan megvaltoztatva a kapott
métrix rangja 4 lesz.
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a) Ha az 4j matrix rangja 5 lenne, akkor az oszlopai fiiggetlen rendszert alkotnanak (az oszloprang

definicidja szerint). (1 pont)
Ebben az esetben azonban az eredeti métrixnak a cserében nem érintett négy oszlopa is fiiggetlen
lenne, (1 pont)
hiszen ezek egy fiiggetlen rendszer részhalmazat alkotjak. (1 pont)

b) Legyen B az A olyan 3 x 3-as részmatrixa, melynek determinansa nem 0. Ilyen részmatrix a
determinansrang definicioja miatt létezik. (1 pont)
Legyen ¢ egy olyan sor, j pedig egy olyan oszlop sorszdma, melyek nem szerepelnek B-ben és
legyen C' az a részmatrixa A-nak, mely B sorain és oszlopain kiviil az i. sort és a j. oszlopot is

tartalmazza. C' determindnsa a determindnsrang definiciéja miatt O kell legyen. (1 pont)
Azt allitjuk, hogy A-ban az i. sor j. elemét tetszlegesen megvaltoztatva 4 rangi matrixot kapunk.
(1 pont)

Ennek igazolasara hajtsuk végre a valtoztatast C-ben is és nevezziik a kapott méatrixot C’-nek. C’
determindnsat az (A-ban) i. sor szerint kifejtve C' determinansatol kiilonbozs értéket kapunk,

(1 pont)
mert az egyetlen valtozds C-nek az (A-ban) . sor szerinti kifejtéséhez képest az i. sor j. elemének és
a hozza tartozo elGjeles aldeterminansnak a szorzatdban mutatkozik. Mivel a széban forgd elGjeles
aldeterminéans vagy det B # 0 vagy ennek a (—1)-szerese (ami szintén nem 0) és az 4. sor j. elemét
megvaltoztattuk, ezért det C' # det C = 0. (2 pont)
Mivel a valtoztatas utani matrixnak van 4 x4-es nem 0 determinanst részmatrixa, a rangja legalabb
4. (1 pont)
Az a) részfeladatban belattuk, hogy a rang ennél tobb nem lehet, ezért pontosan 4 kell legyen.

(0 pont)

Az utolsé részpont azért 0, hogy aki a vonatkozé megallapitasrol elfeledkezik, az ne veszitsen
pontot. Aki azonban leirja (és vagy itt, vagy az el6z6 részfeladatban be is latja) a megallapitést,
annak adjunk 1 extra pontot, ha ezzel nem 1épi til a pontszam a 10-et.



