Bevezetés a szamitaselméletbe I.
Els6 poétzarthelyi — pontozasi atmutato
2023. november 17.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az dtmutatéban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitd
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy
feladatra t6bb, egyméstdl lényegesen kiilonbdzo megoldést is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hetd, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazoé is, tovabba a dolgozatbél nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatéban szerepls részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban le-
irttol eltérs jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az elGadason
szerepld tételekre és allitdsokra lehet hivatkozni.

1. A Nagy Piréz Rendszer harmadik bolygojan GsidSk 6ta minden hénap 29 napos, az év végén
visszamaradé 22 napot pedig a messzefoldon hires piréz kumisz mértéktelen fogyasztasaval toltik a
lakosok. A Piréz Nemzeti Bank mélyrehat6 elemzése azonban nemrég kimutatta, hogy a gazdasag
teljesitményére az év végi 22 napos sziinet kedvezdtlen hatassal van, ezért bevezetik a 32 napos
hoénapot, igy a honapokbél kimaradé napok szdma 5-re csokken. Hany napbél 4ll az év a harmadik
bolygon, ha tudjuk, hogy a negyedik bolygo éve (ami persze hosszabb a harmadikénél) 1000 napos?
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Az év napjainak szamat a harmadik bolygon n-nel jelolve a feladat szévegébol az n = 22 (mod 29)
ésn =5 (mod32) kongruenciakat kapjuk. (2 pont)
A kongruenciarendszert a tanult modszerrel oldjuk meg. Az els§ kongruenciabol n = 29k + 22 va-
lamilyen k egészre. Ezt a mésodik kongruenciaba helyettesitve: 29k +22 =5 (mod 32). Mindkét
oldalbol 22-t levonva a 29k = —17 (mod 32) linearis kongruenciat kapjuk. (1 pont)
Mivel (29,32) = 1 (pl. mert 29 prim és 32 nem a tobbszorose) és 115, ezért a tanult tételt szerint
a lineéris kongruencia megoldhaté és egy megoldasa van modulo 32. (1 pont)
A bal oldalbol 32k-t levonva és a jobb oldalhoz 32-t adva (az eredetivel ekvivalens) —3k =
15 (mod 32) kongruencia adodik. (1 pont)
Ezt (—3)-mal osztva, majd a jobb oldalhoz 32-t adva (ez utébbi igazabol el is maradhat)
k=27 (mod32), ahol a modulus azért nem véltozott, mert 32 és —3 relativ primek. (1 pont)
Mivel a kongruencianak mas megoldasa nem lehet, de tudjuk, hogy egy megoldasnak lennie kell

modulo 32, a kapott 27 érték valoban a megoldas. (1 pont)
Igy k = 32m + 27 valamilyen m egészre, ezt behelyettesitve n = 29(32m + 27) + 22 = 928m + 805.

(2 pont)
Az ilyen n-ek kozt egy olyan van, ami pozitiv és 1000-nél kisebb, nevezetesen 805, ez a keresett
szam. (1 pont)



Azt, hogy a kongruencidnak valéban az egyetlen megoldasa a 27 persze mashogy is be lehet latni,
pl. 4gy, hogy ellendrizziik, hogy minden atalakitasunk ekvivalens &talakitas volt, erre is jar az 1+1
pont.

A megoldéas kozben elallt linearis kongruencia természetesen méas modszerekkel, igy akar az
Euklideszi algoritmussal is megoldhato; ezzel dolgozva sorra a 32k = 0 (mod32), 29k =
—17 (mod32), 3k =17 (mod32), 2k =—-10 (mod32), k =27 (mod32) kongruencidk kelet-
keznek. Ekkor a linearis kongruencia megoldésaért jaré 4 pontbol 1 pontot ér az a tény, hogy a
megold6 az algoritmust alkalmazza (amit nem kell feltétlen megneveznie, elég, ha az alkalmazasa
révén ezt egyértelmtien demonstralja); tovabbi 1 pontot ér annak az ellendrzése, hogy az eljarés a
tanultak szerint leosztas nélkiil (vagyis az els fazis kihagyaséaval) alkalmazhato, mert (29, 32) = 1;
végiil 2 pontot ér maga a szamolas.

2. Mennyi maradékot ad 4994201 539-cel osztva?
Xk ok k%

499 és 539 relativ primek, mert 539 = 72 - 11, 499 pedig sem 7-tel, sem 11-gyel nem oszthato

(persze rengeteg méas indoklas is adhato). (1 pont)
Az Euler-Fermat tétel szerint 4999539 =1 (mod 539). (2 pont)
A tételt azért tudtuk hasznélni, mert 499 és 539 relativ primek, mint azt mar korabban lattuk.

)
A tanultak szerint ¢(539) = (72 — 7)(11 — 1) = 420. ( )
Az eddigiek alapjan tehat 49942 =1 (mod 539), ( )
ezt a tizedik hatvanyra emelve 4994209 = 1 (mod 539), (1 pont)
mindkét oldalt 499-cel szorozva pedig 4994291 = 499 (mod 539) adodik, ( )
a keresett maradék tehat 499. ( )

3. Legyen i = (3;0;—1) irdnyvektora az e és az f egyenesnek is. Az e egyenes tartalmazza a
(3;1;2) pontot, f pedig az (5;—1;1) pontot. Adjuk meg annak a siknak az egyenletét, mely e-t és
f-et is tartalmazza.
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A keresett sik n = (a, b, ¢) normalvektora merdleges i-re ( )
és a két megadott pont egyikébdl a masikba mutato vektorra is. ( )
Ilyen vektor az (5;—1;1) — (3;1;2) = (2; —2; —1). ( )
Igy n skalarszorzata i-vel és a (2; —2; —1) vektorral is 0, (2 pont)
vagyis 3a — ¢ =0 és 2a —2b— ¢ = 0. ( )
Ennek az egyenletrendszernek megoldasa (pl.) a = 2,b= —1,¢ = 6. ( )
A sik egyenlete a normalvektor és az egyik megadott pont alapjan igy 2x —y + 62 = 17. ( )

Teljes megolddshoz meg kéne indokolni, hogy az igy kapott sik valoban tartalmazza mindkét
egyenest, ennek hidnydért azonban ne vonjunk le pontot. Aki helyes indoklast ad és ebben a
feladatban pontot vesztene, az kapjon egy extra pontot. A normalvektort most mér vektorialis
szorzattal is ki lehet szamolni, hiszen szerepelt az el6adéson, természetesen erre is jar a vonatkozo
5 pont ha a felirds és a szamolas helyes — elvi hibaért (pl. a sakktabla szabaly hasznalatanak
elmulasztasa) 4, szamolasi hibaért 1 pontot vonjunk le.

1
4. A V C R’ halmaz azon vektorokbol all, melyeknek az elsé 4 koordinata- 3
ja szamtani sorozatot alkot, az utolsé koordinata pedig az elsé 4 koordinata v= 5
dsszege. Igy példaul a jobbra lathato v vektor V-beli. Altér-e V R5-ben? 176
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Legyenek z ¢s y tetszGleges V-beli vektorok, A pedig tetszbleges valos szém. (0 pont)
V leirasa alapjan z = (a,a + d,a + 2d,a + 3d,4a + 6d)" és y = (b,b+ ¢, b+ 2¢,b + 3¢, 4b + 6¢)T
valamely a, b, ¢, d szdmokra. (1 pont)



Ekkor z +y = (a+ba+b+d+c,a+b+2d+2c,a+b+3d+ 3c,4a + 4b + 6d + 6¢)T, (1 pont)
ami V-ben van, hiszen a szamtani sorozat elsé elemét (a+b)-nek, a differenciajat pedig (c¢+d)-nek

vélasztva épp ezt a vektort kapjuk. (2 pont)
Az = (Aa, Ma + d), Ma + 2d), M(a + 3d), A(4a + 6d))7, (1 pont)
ami szintén V-ben van, hiszen a szamtani sorozat els§ elemét Aa-nak, a differencidjat pedig
Ad-nek valasztva épp ezt a vektort kapjuk. (2 pont)

Mivel V' akkor és csak akkor alkot alteret, ha nem iires (ha ez kimarad, azért ne vonjunk le
pontot, ha viszont valaki megemliti és ebben a feladatban pontot veszitene, akkor adjunk egyet) és
barmely két V-beli vektor 0sszege is V-beli, tovabba barmely V-beli vektor barmely skalarszorosa
is V-beli, a fentiek szerint V' altér. (3 pont)

Az utols6 3 pont természetesen csak akkor jar a megoldénak, ha tgy teszi a vonatkozd meg-
allapitast, hogy korabban valoban foglalkozott V-beli vektorok Osszegének és skalarszorosidnak
vizsgalataval.

1 1 1
5. Mely p valos szamok esetén teljesiil, hogy a jobbra lathato vek- 1 7 1 7 1
torrendszert R* bazisava lehet kiegésziteni? 1 1 p
1 p p
Xk ox k%
A tanultak szerint a linearisan fiiggetlen vektorrendszerek kiegészithetGk bazissa. (2 pont)

Ha egy rendszer nem linearisan fiiggetlen, akkor viszont nem egészithets ki bazissa, mert barmely
vektort hozzavéve tovabbra sem lesz fliggetlen, a bazisoknak viszont fiiggetleneknek kell lenniiik.
(E megjegyzés hianyaért ne vonjunk le pontot, aki viszont leirja és ebben a feladatban pontot

vesztene, annak adjunk egy extra pontot.) (0 pont)
1 1 1 0
.. T o 1 1 1 0 oz
A fiiggetlenség vizsgélatahoz tekintsiik az « 1T B8 1|t » =1 o egyenlGséget.
1 P P 0
(1 pont)
Innen az
at+B+vy =0
a+pB8+y =0
at+B+yp = 0
a+pp+yp = 0

egyenletrendszert kapjuk. (1 pont
Az els§ egyenletet a harmadikbdl levonva (p — 1)y = 0, igy ha p # 1, akkor v = 0. (1 pont
A harmadik egyenletet a negyedikbdl levonva (p — 1)5 = 0, igy ha p # 1, akkor 8 =0. (1 pont
Mindezek alapjan ha p # 1, akkor 8 és v mellett az els6 egyenlet miatt « is 0 kell legyen, (1 pont
vagyis a kérdéses vektoroknak ekkor csak a trividlis linearis kombinéci6ja adja a nullvektort,

)
)
)
)

tehat ekkor a vektorok linearisan fiiggetlenek. (2 pont)
Ha azonban p = 1, akkor a vektorrendszer nem linearisan fiiggetlen, hiszen (pl.) az
a =1, = —1,v = 0 skalarokkal vett linearis kombinéci6é is a nullvektort adja (de persze
hivatkozhatunk arra is, hogy ugyanaz a vektor egynél tébbszor szerepel a rendszerben). (1 pont)
A rendszer tehat pontosan p # 1 esetén egészithetd ki bazissa. (0 pont)
6*. Adjuk meg az sszes olyan x egész szamot, melyre 26 = (mod 201).
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Legyen z olyan szam, melyre a fenti kongruencia teljesiil. Mivel 2 és 201 relativ primek, a tanultak

szerint 2% és 201 is relativ primek kell legyenek, (1 pont)
amibdl kovetkezik, hogy z és 201 is relativ primek. (1 pont)
Az Euler-Fermat tétel szerint igy z#(°) =1 (mod 201). (2 pont)



Mivel p(201) = (3 — 1)(67 — 1) = 132, /32 =1 (mod 201). (1 pont)
Az 2° =2 (mod201) kongruenciat a 22. hatvanyra emelve 2622 = 2132 = 222 (mod 201).

(2 pont)
222 = 37 (mod 201) (ez kiderithets ismételt négyzetre emelések segitségével (az ad6dé maradé-
kok sorban 2,4,16,55,10) vagy pl. az alapjan, hogy 2! = 2048 38 maradékot ad 201-gyel osztva,

382 = 1444 pedig 37 maradékot ad 201-gyel osztva). (2 pont)
Ezek alapjan tehat 2132 = 37 (mod201), ami ellentmond a korabban latottaknak, igy a fenti
tulajdonsagt x szam nem létezik. (1 pont)

Az Euler-Fermat tétel feliraséaért természetesen csak akkor jar pont, ha az valoban haszonnal jar
a feladat megoldasa szempontjabol, tehéat pl. z-et és nem 25-t vagy 2-t emeljiik a 132. hatvanyra.
Hasonloképpen nem ér pontot ¢(201) meghatarozasa, ha ez a feladat megoldasat nem viszi elére.



