Bevezetés a szamitaselméletbe I.
Els6 poétzarthelyi — pontozasi atmutato
2022. november 4.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az atmutaténak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok
alkalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az dtmutatéban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javitd
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy
feladatra t6bb, egyméstol 1ényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldéas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hets, akkor a legtobb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbél nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban le-
irttol eltérs jo megoldés természetesen maximaélis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az eladason
szerepld tételekre és éllitdsokra lehet hivatkozni.

1. Mennyi maradékot adhat 273-mal osztva egy olyan szam, melynek 57-szerese 99 maradékot ad
273-mal osztva?

* ko ok ok ok

Ha x ilyen szam, akkor 57x =99 (mod 273). (0 pont)
A tanultak szerint ez a linearis kongruencia akkor és csak akkor megoldhato, ha (57,273)|99 (ahol
(a,b) az a és b legnagyobb kizos osztojat jeloli). (0 pont)
Mivel 57 =3-19,273 = 3-7-13, a kérdéses Inko 3, amivel 99 oszthatoé, igy lesz megoldés, éspedig
harom darab modulo 273. (0 pont)
A fentiekre persze lehet pontokat kapni (l1d. késébb), de teljes megoldas adhato nélkiiliik is, ezért
a hianyuk nem kell, hogy pontlevonassal jarjon.

A kongruenciat 3-mal osztva az eredetivel ekvivalens 192 = 33 (mod 91) kongruenciat kapjuk.

(141 pont)
Ezt 5-tel szorozva 95z = 165 (mod 91), ebbdl pedig 4z =74 (mod 91) adédik. (1 pont)
Mivel a modulushoz relativ prim szadmmal torténd szorzas ekvivalens atalakitas, ez is ekvivalens
az eredeti kongruenciéval. (1 pont)
Ezt 2-vel osztva a 2oz = 37 (mod 91) kongruenciat kapjuk, ami szintén ekvivalens az eredetivel.

(141 pont)
Innen 22 =128 (mod91), végiil 2-vel valé Gjabb osztas utan z =64 (mod91). (1 pont)
Ez az osztés is (mint minden helyesen elvégzett osztés) ekvivalens atalakitas, (1 pont)
igy a keresett maradékok 64,64 + 91 = 155 és 64 + 2 - 91 = 246. (2 pont)

A kongruenciat természetesen méashogy is meg lehet oldani, pl. Euklideszi algoritmussal. Elvi hi-
bas atalakitasért (pl. osztasnal a modulus valtozasanak figyelmen kiviil hagyasa) darabonként 4
pontot vonjunk le. Aki nem vizsgalja, hogy egy atalakitas ekvivalens-e, attdl esetenként 1 pontot



vonjunk le. Ez természetesen kivalthaté pl. a kapott megoldasok ellenérzésével vagy a megoldé-
sok darabszamara valé hivatkozassal. A kongruencia két oldaldhoz egymassal kongruens szidmokat
adva (vagy olyan atalakitast végezve, ami ennek felel meg) nem sziikséges az atalakitas ekviva-
lencidjat vizsgalni. Ha osztasnal nem vilagos, hogy a hallgatéd érti-e, hogy miért nem véaltozik a
modulus, ezért darabonként 1 pontot vonjunk le, mint ahogy szamolasi hibakért is. Aki az Euk-
lideszi algoritmust nem a tanult médon hajtja végre, annak a teljes pontszamért indokolnia kell,
hogy a végeredmény miért helyes. Az Euklideszi algoritmust a tanult médon futtatd hallgatoknak
elég arra hivatkozniuk, hogy az algoritmust hasznaljak (ami tudottan helyes eredményt ad). Erre
utalo allitas hianyaban 1 pontot vonjunk le. Aki csak annyit allapit meg, hogy van megoldas és
azt helyesen indokolja, ezért 1 pontot kapjon, aki azt is meg tudja mondani, hogy mod 273 harom
megoldéas lesz, az pedig még 1 pontot.

2. Mennyi maradékot ad 21932 70-nel osztva?
Xk ok ok *

Els6 megoldas. Az Euler-Fermat tételt kozvetleniil nem tudjuk hasznélni, mert 2 és 70 nem relativ

primek. (0 pont)
Hasznalhatjuk viszont a tételt 21032 35-6s maradékinak meghatarozasara: 2¢(%) = 1 (mod 35),
hiszen 2 és 35 relativ primek. (2 pont)
A tanultak szerint ¢(35) = (5 —1)(7— 1) = 24, (1 pont)
a2 =1 (mod35) kongruenciat a 43.-ra emelve (43 - 24 = 1032 miatt) 2!%%2 = 1 (mod 35)
adodik. 21032 35-5s maradéka tehat 1, (2 pont)
a 70-es maradéka igy vagy 1 vagy 36. (3 pont)
Mivel 21932 paros, a keresett maradék 36 kell legyen. (2 pont)

Aki csak annyit dllapit meg, hogy az Euler-Fermat tételt kozvetleniil nem tudjuk hasznéalni, mert
2 és 70 nem relativ primek és mas megoldésra sem kap részpontot, az ezért a megallapitasért 1
pontot kapjon.

Masodik megoldas. A feladatot a modulo m hatvanyozasrol tanultak segitségével oldjuk meg.

(0 pont)
21 =2 (mod70),22=4 (mod70),2* =16 (mod70),2% =46 (mod70), mert 46 a 162 = 256
70-es osztasi maradéka. (3 pont)
216 =16 (mod 70), mert 16 a 462 = 2116 70-es osztési maradéka. (2 pont)
A tovabbi négyzetre emelések esetén tehat a 16-os és a 46-os maradékok véltogatjak egymast,

(3 pont)
igy 21924 =16 (mod 70). (1 pont)
A keresett maradék igy 2'024 és 28 maradékai alapjan 16 - 46 = 736 maradéka, vagyis 36 lesz.

(1 pont)
3. Mutassuk meg, hogy az 231 = Y22 = 2=3 g 212 = 10 — 222 goyenletrendszert egyeneseknek

van k6z0s pontja és adjuk meg annak a stknak az egyenletét, amely mindkét egyenest tartalmazza.
* ok % ok ok

A kozos pont koordinatai a két egyenes egyenletrendszereinek kozos megoldasaként adédnak.

(0 pont)
Az els6 egyenletrendszer elsé egyenletébdl 7Tx — 7 = 3y — 6, a masodik egyenletrendszer masodik
egyenletébdl pedig 5z + 10 = 2y + 12. Az utébbi masfélszeresébdl az elbbit levonva %x +22 = 24,
vagyis x = 4, majd innen y = 9 adodik. (1 pont)
Az els6 egyenletrendszer mésodik egyenletébdl igy z = 14-et kapjuk. (1 pont)
Az igy kapott értékekre persze teljesiil az els§ egyenletrendszer mindkét egyenlete és a masodik
egyenletrendszer elsé egyenlete, ellendrizniink kell azonban, hogy a masodik egyenletrendszer
masodik egyenlete is teljesiil-e (igen). (1 pont)



Szamolasi hibaért (darabonként) 1 pontot vonjunk le. Természetesen aki megadja az x = 4,y =
9, z = 14 koordinatakat és ellendrzi, hogy ezek mindkét egyenletrendszert kielégitik, az is kapjon 3
pontot. A kdzds pont kiszamitasa helyett lehet arra is hivatkozni, hogy létezik a két egyenest tar-
talmazo sik (amennyiben ezt a hallgato csakugyan megmutatja) és a két egyenes nem parhuzamos
(hiszen az iranyvektoraik nem szamszorosai egymasnak), igy kell legyen metszéspontjuk.

Olyan S sikot keresiink, mely tartalmazza mindkét egyenest (vagyis parhuzamos is mindkettével),

a normalvektora tehat mergleges mindkét egyenes irdnyvektorara. (1 pont)
Az egyenletrendszerekbdl leolvashato, hogy az els6 egyenes irdnyvektora (3,7,11), a mésodiké
(2,5,4). (1 pont)
Legyen a keresett normalvektor (a,b,c), ekkor a két merdlegességi feltételbdl (a skalaris szorzat
hasznalataval) 3a + 7b + 11¢ = 0 és 2a + 5b + 4¢ = 0. (1 pont)
Az els6 egyenletbdl a méasodik mésfélszeresét kivonva 5¢ = g, vagyis b = 10c adédik, innen pedig
a = —27¢, a normalvektor(ok egyike) tehat (—27,10,1). (2 pont)

A (—=27,10,1) norméalvektoru sikok tehat mindkét egyenessel parhuzamosak, azt keressiik kozii-
liikk, amely tartalmazza is az egyeneseket, ehhez elég pl. ha a sik tartalmazza a mar kiszamitott
metszéspontot, (1 pont)
innen a keresett egyenlet —27z 4+ 10y + 2 = —27-4+10-9+ 14 = —4. (1 pont)
Aki nem szamitja ki a metszéspontot, annak persze mésképp kell garantalnia, hogy a stk mindkét
egyenest tartalmazza: vehet példaul az egyik egyenesrdl egy pontot és annak segitségével felirhatja
a sik egyenletét, majd a masik egyenes egy pontjat ebbe behelyettesitve gyézddhet meg rola, hogy
a sik nem csak parhuzamos mindkét egyenessel, hanem tartalmazza is azokat.

2 3
4. A V C R® halmaz azon vektorokbdl all, melyeknek ugyan- 0 —2
annyi pozitiv koordinatajuk van, mint negativ. Igy példaul a v = 5 Jw = 6
jobbra lathaté v vektor V-beli, mig w nem V-beli. Altér-e V/ a -1 a 0
RS-ban? _g ?

* ok ok ok ok

V' akkor és csak akkor altér, ha barmely két V-beli vektor Gsszege is V-beli és barmely V-beli

vektor barmely szamszorosa is V-beli. (0 pont)
Az (1,-1,0,0,0,0)7 és (—1,2,0,0,0,0)7 vektorok V-ben vannak, az sszegiik, a (0,1,0,0,0,0)T
vektor azonban nincs, (6 pont)
igy V a fentiek szerint nem altér. (4 pont)

Termeészetesen rengeteg masik ellenpélda is adhaté. Aki ténylegesen nem bizonyitja be (pl. ellen-
példaval), hogy az Osszeadasra nem zart V', hanem csak annyit allapit meg, hogy nem feltétlen
zart, az az ezt alatamaszto érvelése minGségétdl fiiggden 0 és 4 kozti pontot kapjon az elsG 6-bol.

Béar ez kozvetleniil nem jarul hozzé egy helyes megoldashoz, de ha egy megold6 (hidnytalanul)
megmutatja, hogy a skalarral szorzas nem vezet ki V-bél, akkor ezért 4 pontot kaphat; ha pedig
a megoldasban nyoma van annak, hogy az Osszeadasra valo zéartsagot is elkezdi vizsgalni (és nem
csak felirja), akkor ezért tovabbi 1 pont adhato.

5. Az a,b,c,d € R? vektorokrél annyit tudunk, hogy (a,b,c) = (a,b,d). Mutassunk példat arra,
hogy ekkor a b, c,d vektorok lehetnek linearisan fiiggetlenek és arra is, hogy lehetnek linearisan
Osszefiiggok is (a példak helyességét termeészetesen indokolni kell).

* ok ok ok ok

Legyen példaul ¢ = (1,0,0),b = (0,1,0),c = (0,0,1) és legyen el6szor d = (1,1,1). (0 pont)
Ekkor (a,b,c) = R?, hiszen a, b, ¢ az R3-beli standard bazis. (1 pont)
{a,b,d) = R?® pedig (példaul) azért teljesiil, mert a harom vektor nem esik egy sikba, hiszen a
és b nem parhuzamosak és d nincs benne az altaluk meghatéarozott sikban (mivel a harmadik
koordinataja nem 0, szemben a-val és b-vel). Az el6adason szerepelt, hogy harom nem egy sikba
esé vektor linearis kombindcijaként barmely térvektor elallithato, igy (a,b,d) = R3, vagyis



(a,b,c) = {a,b,d) csakugyan teljesiil. (2 pont)
A b, ¢, d vektorok ekkor linearisan fiiggetlenek, mert 8b + yc + dd = 0 esetén az elsG koordinata
miatt § = 0, innen pedig a mésodik, illetve a harmadik koordinatat figyelve 5 = 0 és v = 0 is

adodik. (3 pont)
Legyen most tovabbra is ¢ = (1,0,0),b = (0,1,0),¢ = (0,0,1), de d = (0,1, 1). (0 pont)
Ekkor persze tovabbra is teljesiil, hogy (a,b,c) = R3, (0 pont)

{a,b,d) = R3 pedig ismét azért teljesiil, mert a hdrom vektor nem esik egy sikba, hiszen a és b nem
parhuzamosak és d nincs benne az altaluk meghatarozott sikban (mivel a harmadik koordinatéja
nem 0, szemben g-val és b-vel). A kordbban latottak szerint ebbdl valoban kovetkezik, hogy
(a,b,d) = R3, vagyis (a,b, c) = (a, b, d) teljesiil. (2 pont)
A b, ¢, d vektorok ekkor linearisan GsszefiiggSk, mert d = b+ ¢. (2 pont)

Mivel a feladat szévege nem kototte ki, hogy a vektoroknak kiilonbozSknek kell lenniiik, va-
laszthatjuk Ggy d-t, hogy azonos legyen c-vel. Ekkor barmely a,b,c € R? esetén teljesiil, hogy
(a,b,c) = {a,b,d) és az is, hogy a b, c,d vektorok Osszefiiggsk. Aki erre ramutat, természetesen
kapja meg az erre a részre vonatkoz6 maximélis pontszdmot.

6*. Hatarozzuk meg a

max Ilnko(21n + 6,6n + 4)

nezt
értéket, ahol Inko(a,b) az a és b szamok legnagyobb kizds osztéjat, ZT pedig a pozitiv egészek
halmazat jeloli. (Vagyis hatarozzuk meg a 21n + 6 és 6n + 4 szamok legnagyobb kozos osztojanak
lehetséges legnagyobb értékét, ahol n végigfut a pozitiv egész szamokon.)

* ok ok ok ok

Els6 megoldas. Hasznaljuk az Euklideszi algoritmust. (0 pont)
Az els6 maradékos osztas n > 2 esetén

2ln+6 = 3(6n +4) + 3n — 6,

mert 0 < 3n —6 < 6n+4. (2 pont)
Ha 3n — 6 = 0, vagyis n = 2, akkor ezzel az algoritmus véget is ér, az Inko 6n + 4 = 16. (1 pont)
Az el6z8 megallapitas hidnyaért ne vonjunk le pontot, de aki leirja (és nem kapna maximum
pontot), annak adjuk meg.

A maéasodik maradékos osztas n > 8 esetén

6n+4=2(3n—6) + 16,

mert ekkor 0 < 16 < 3n — 6. (2 pont)
Ha tehat n > 8, akkor az algoritmusrél tanultak szerint 16-nél semmikép sem lehet nagyobb az
Inko, (3 pont)
a 16-os érték viszont elérhetd (mint azt méar lattuk, n = 2-re, de az is elég, ha 16|3n — 6, tehat pl.
n = 18 esetén). (2 pont)

Han <7, akkor n = 1 esetén az Inko 1, n = 2 esetén 16, 3 < n < 7 esetén pedig az elsé maradékos
osztasnél keletkez maradék 3n — 6 < 15, igy a keresett maximum a korabban kapott 16. (1 pont)

Aki csak azt nem vizsgalja meg, hogy 3n — 6 nemnegativ-e, attol ne vonjunk le pontot, aki viszont
azt nem nézi meg, hogy 16 < 3n — 6 teljesiil-e, attol az utolsén kiviil a masodik részpontszambol
is vonjunk le 1-et.

Masodik megoldas. Az elgadasrdl tudjuk, hogy ha a =b (modm), akkor (a,m) = (b,m).

(1 pont)
A2In+6=3n—6 (mod6n + 4) kongruencia miatt igy (21n + 6,6n +4) = (6n + 4,3n — 6),

(2 pont)
abn+4=16 (mod3n — 6) kongruencia miatt pedig (6n + 4,3n —6) = (3n —6,16). (2 pont)
A keresett maximum tehat nem lehet tobb 16-nal, (3 pont)



a 16-o0s érték viszont elérhetd, pl. n = 2 esetén, vagyis a maximum 16. (2 pont)

Aki csak annyit allapit meg, hogy a 16 elérhets, 2 pontot kapjon.

Harmadik megoldas. Legyen d = Inko(21n + 6,6n + 4). (0 pont)
Ekkor d|42n 4+ 12 =2 - (21n 4 6) és d[42n + 28 = 7 - (6n + 4), igy d|(42n + 28) — (42n + 12) = 16.

(6 pont)
Igy d < 16, (2 pont)
és mivel n = 2 esetén d = 16, a keresett maximum 16. (2 pont)



