Bevezetés a szamitaselméletbe I.
Zarthelyi feladatok az ELSO zarthelyi potlasara — pontozasi atmutato
2017. december 11.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatd minden
feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpontszamokat
kozli. Az utmutatéonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes leirasa; a leirt 1épések
egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az atmutatéban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Ha egy megold6 egy feladatra
tobb, egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhat6é pontszam.
Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a legtobb
részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és
(lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta
helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az Gtmutatoban szerepl§ részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az dtmutatoban leirttol
eltéré jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

1. Adjuk meg az Osszes olyan négyjegyi pozitiv egész szamot, amelyre teljesiil, hogy 51-gyel osztva 3
maradékot ad, tovabb4 a szam 17-szeresének utolsd két szamjegye 15.
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A keresett szamot n-nel jelolve a feladat feltételei: n =3 (modb51) és 17n =15 (mod 100). (1 pont)
Az utébbi feltétel egy linearis kongruencia, ezt a tanult médszerekkel oldjuk meg.

Mindkét oldalt 6-tal szorozva: 102n = 90 (mod 100), vagyis 2n = 90 (mod 100). (1 pont)
Mindkét oldalt 2-vel osztva: n =45 (mod 50), ahol a modulust (2, 100) = 2 miatt osztottuk 2-vel.(1 pont)
Ebbsln =45 (mod 100) vagy n =95 (mod 100). Ellenérzéssel azt kapjuk, hogy a két megoldas koziil az
els6 hamis gyok (ami a 6-tal szorzés miatt jott be, hiszen (6,100) # 1), a masodik viszont helyes.(1 pont)
Azokat az n-eket keressiik tehat, amik kielégitik az n =95 (mod 100) és az n =3 (mod 51) feltételeket.

Ez egy kongruenciarendszer, amit a tanult modszerrel oldunk meg. (1 pont)
Az elsg feltételbsl: n = 100k + 95 valamely k egészre. Ezt a masodikba helyettesitve:
100k +95=3 (mod51). Mindkét oldalbol 95-6t levonva a 100k = —92 (mod51) lineéris kongruen-
ciat kapjuk. (1 pont)
100 = —2 (mod51) miatt ez a —2k = —92 (mod 51) alakba irhato. (1 pont)

(—2)-vel osztva: k =46 (mod51), ahol a modulus (—2,51) = 1 miatt nem valtozott. Mivel mindkét meg-
tett 1épésiink ekvivalens atalakitas volt, ezzel valoban a linearis kongruencia megoldéasat kaptuk. (1 pont)
Ebbél tehat k = 514+ 46 valamely ¢ egészre. Ezt visszahelyettesitve: n = 100k +95 = 100(51¢+46) +95 =

51004 + 4695. (1 pont)
Igy a feladat feltételeit az n = 4695 (mod 5100) feltételt kielégits n egészek teljesitik. Ezek koziil a 4695
és a 9795 négyjegyi pozitiv egészek, igy a feladatnak ez a két megoldasa van. (1 pont)

A feladat rovidebben is megoldhato, ha az n = 3 (mod 51) feltételbsl kapott n = 51k + 3 alakot he-
lyettesitjiik az n helyére a 17n = 15 (mod 100) kongruencidban. A megoldas soran el6keriils lineéris
kongruencidk az Euklideszi algoritmussal is megoldhatok. (Ez mindegyik esetben kozvetleniil alkalmazha-
t0, mert az ismeretlen egyiitthatoja a modulushoz relativ prim.) Aki a fent leirthoz hasonlé utat valaszt,
annak az elsG esetben a két ellenérzés koziil az egyik, a masodik esetben a 1épések ekvivalenciajara vald
hivatkozas kivalthato azzal, hogy a megoldasok szama mindkét esetben el6re tudhatoan 1 lesz, mert az
ismeretlen egyiitthatdja a modulushoz relativ prim.



2. Milyen maradékot ad 108-cal osztva 737 4 37737
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108 primtényezds felbontasa: 108 = 22 - 33, (
Ezért a tanult képlet szerint p(108) = (22 — 21)(3% — 3%) = 36. (
Mivel (73,108) = 1, (
ezért az Euler-Fermat tételbsl 73 =1 (mod 108) kivetkezik. (1 pont
Mindkét oldalt 73-mal szorozva: 733" = 73 (mod 108). (
(
(
(

Mivel (37,108) =1 is igaz, 1 pont
ezért ismét az Euler-Fermat tételbsl 37°° =1 (mod 108) kivetkezik. 1 pont
Mindkét oldalt négyzetre emelve: 37? =12 =1 (mod 108). 1 pont
Mindkét oldalt 37-tel szorozva: 37 = 37 (mod 108). (1 pont
A kapott 733" =73 (mod 108) és 3773 = 37 (mod 108) kongruenciékat a tanult szabaly szerint 6sszead-

va: 7337 +37% =73 +37=110=2 (mod 108), (1 pont)
vagyis a keresett maradék a 2.

A feladat elvileg megoldhat6 az ismételt négyzetre emelések modszerével is, de az (szamologép nélkiil)
sokkal kellemetlenebb és hosszabb megoldésra vezet; ha egy hallgato ilyen megoldassal probalkozik (és az
ahhoz sziikséges szamitasokat legalabb elkezdi), akkor legfoljebb 2 pontot kaphat pusztéan annak felisme-
réséért, hogy ez az algoritmus elvileg alkalmas a két hatvany 108-as maradékanak meghatarozasara.

585

3. Az el6adason tanult megfelel algoritmus alkalmazaséaval hatarozzuk meg 5°°-nek a 155-tel vett osztéasi

maradékat.
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A tanultak szerint ismételt négyzetre emelésekkel és a kapott eredmények 155-0s maradékdanak meg-

hatérozasaval kiszamitjuk az 5',52 5% ... 5% hatvinyok 155-6s maradékat. Ezek sorra: 5, 25, 5 (mert
625=5 (mod155)), 25, 5, 25 és 5. (4 pont)
Mivel 85 = 1+ 4 + 16 + 64, (2 pont)

ezért sorra meghatérozzuk az 5° = 5%-5%, 521 = 5°.516 vegiil az 5% = 521 .54 hatvanyok 155-6s maradékait
a korabban kiszamolt megfelel6 maradékokkal valo szorzéassal és a kapott eredmények 155-0s maradékanak
meghatarozasaval. Ezek sorra: 25, 125 és 5. (4 pont)
Igy a keresett maradék: 5.

A teljes értékii megoldashoz nem sziikséges a fenti részletességgel leirni az elvégzett miveletek mogotti
szandékot, elegendd a helyes szamitasok kozlése. Nem jelent pontlevonast, ha egy megoldo6 a végeredmény-
hez elgszor 580 = 5% . 51 majd sorban 5% és végiil 5% maradékait hatdrozza meg a fentihez hasonlo
modon. Ha viszont egy megoldé a kapott részeredményeit nem helyettesiti azok 155-6s maradékaival és
példaul 5% maradékahoz a 625 négyzetre emelésével probal eljutni, az lényeges elvi hibanak szamit, ami
az algoritmus ismeretének alapvet6 hidnyat mutatja; egy ilyen megoldo6 legfoljebb 5 pontot kaphat (azt is
csak akkor, ha a tovabbi szamolasai hasznosak és a helyes végeredményt megkapja).

4. Van-e az A(—1;-2;1), B(3;1;3) és C(7;6;3) pontokat tartalmazd siknak olyan pontja, amely az
y-tengelyre esik? Ha igen, melyik?
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AB=b—a=(31;3)— (—1,—21) = (4;3;2) & AC = c—a = (7:6;3) — (~1,~2 1) = (88;2), ahol g, b
és ¢ a megfelels pontokba mutatéd helyvektorokat jeloli. (1 pont)
Az A, B és C pontokat tartalmazo6 S sitknak norméalvektora lesz az n # 0 vektor, ha az mer6leges AB-re
és AC-re is. (1 pont)
Igy az n = (p,q,r) # 0 pontosan akkor ilyen, ha az Qz@ és az Q-I@ skalaris szorzatok értéke 0.(1 pont)
A skaléris szorzat képletébdl: 4p 4+ 3g 4+ 2r = 0 és 8p + 8¢ + 2r = 0. (1 pont)
A maésodik egyenlet felébdl az els6t kivonva: g —r = 0, vagyis ¢ = r. Ezt barmelyik egyenletbe helyettesitve
a 4p 4+ 5r = 0 egyenletet kapjuk. Tgy példaul r = —4 valasztassal p = 5 és ¢ = —4 adodik, vagyis
n = (5; —4; —4) normalvektora S-nek. (2 pont)
Ebbdl A, B és C koziil barmelyiket hasznalva felirhato S egyenlete: bx — 4y — 4z = —1. (1 pont)
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A P(x,y, z) pont akkor és csak akkor van az y tengelyen, ha z = 2z = 0. (1 pont)
Ezt S egyenletébe helyettesitve: —4y = —1, vagyis y = %l. Igy az S-en az y-tengelynek egyetlen pontja
van: a (0; 1;0). (2 pont)
A fenti megoldasban a normalvektor kiszamitasara vonatkozo rész helyettesithets az 1@ X 1@ vektorialis
szorzat meghatarozasaval is. (Ebbdl kozvetleniil a (—10; 8;8) vektor adodik, ami a fent kiszamitottnak a

(—2)-szerese, igy természetesen szintén normalvektora S-nek.)
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Hatéarozzuk meg az (u, v, w) generalt alteret. (A generalt altér meghatarozasa alatt azt értjiik, hogy készi-
tiink egy olyan ,gyorstesztet”, amellyel egy tetszdleges R*-beli vektorrol egyszeriien megmondhato, hogy a
generalt altérhez tartozik-e.)
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Az z = (p,q,r,s)T vektor definicio szerint pontosan akkor tartozik az (u,v, w) generdlt altérbe, ha léteznek

olyan «, 3, skalarok, amelyekre au + fv + yw = . (2 pont)
Elvégezve a miiveleteket: au + Sv + yw = (v, 8 + 2, a + 28 + 47, 2a + 58 + 119)7. (2 pont)
Igy « pontosan akkor van a generalt altérben, ha léteznek olyan a, 3,7 skalarok, amelyekre v = p,
B+2yv=q, a+28+4y=rés2a+58+ 11y =s. (3 pont)

Ezekbdl az egyenletekbél sorban: v =p, f =q—2y=q—2p,a=r—20—4y=r—2(q—2p)—4p = r—2q.
Ezt a negyedik egyenletbe helyettesitve: 2(r — 2¢) +5(q — 2p) + 11p = s, vagyis p+ ¢+ 2r — s = 0.(2 pont)
Azt kaptuk tehat, hogy x = (p,q,r,s)T € (u,v,w) pontosan akkor igaz, ha p+q+2r —s=0. (1 pont)

6*. Tegyiik fel, hogy a v, v,,...,0;0, w € R™ vektorokra teljesiil, hogy a v,,v,,...,v;, rendszer linearisan
fiiggetlen, a v, v,, ..., v, w rendszer viszont linedrisan sszefiiggs és w # 0. Mutassuk meg, hogy létezik
olyan 1 <7 <10 és olyan o # 0 skalar, hogy a v,,v,,...,0,_1,0; + - W,V 4, ...,V rendszer linearisan
Osszefiiggd.
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A feladat feltételeib6l az tjonnan érkez6 vektor lemmaéaja szerint azonnal kovetkezik, hogy
we <217227"'7y10>7 (1 pOIlt)
vagyis leteznek a A, Ay, ..., Ao skalarok gy, hogy A\jv; + Aavy + ... 4+ Ajov;p = w. (1 pont)
Mivel w # 0, ezért a Ay, . .., Ao egyiitthatok kozott van nullatol kiilonbozs. Legyen példaul Ay, # 0.(2 pont)
Ekkor a fentibdl atrendezéssel:

MUy A+ A1V A (yk - iﬁ) + Mo 10 g + - Aoy = 0. (3 pont)
Mivel A\ # 0, ez a tanultak szerint azt jelenti, hogy a vy, vy,..., Vs 1,v, — /\—lkw, Upats- - -5V rendszer
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5. valasztassal valoban teljesiil. (3 pont)

linearisan osszefliggs. Vagyis a feladat allitasa az i =k és o = —



