Bevezetés a szamitaselméletbe I.
Pé6tzh, elsé zarthelyi potlasa — pontozasi atmutato
2021. december 13.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutatoé célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutato
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolo-
do6 gondolat egy attekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a
dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazasa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
dasban valoban szerephez jut). Annak mérlegelése, hogy az utmutatoban feltiintetett pontszam a
fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito
hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy
feladatra t6bb, egyméstdl lényegesen kiilonbdzo megoldést is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre
adhato pontszam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészit-
hets, akkor a legtobb részpontot éro megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi
kisérlet kozott van helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovdbba a dolgozatbél nem deriil ki,
hogy a megold6 melyiket tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt
értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0).

Az atmutatéban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatéban le-
irttol eltérs jo megoldas természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az elGadason
szerepld tételekre és éllitdsokra lehet hivatkozni.

1. Mennyi maradékot ad 347 + 70147 73-mal osztva?
Xk ok ok %

Els6 megoldas. 70 = —3  (mod 73), ( )
ezért 70147 = (=3)17  (mod 73), (4 pont)
vagyis 7017 = —317  (mod 73), ( )

( )

tehat 37 + 707 0 maradékot ad 73-mal osztva. 2 pont
Masodik megoldés. Ismert, hogy a?*T1 + b2+1 = (q + b)(a®* — ba? ! + b2a?=2 — .. 4 b%F).

(2 pont)
Ez alapjan mivel 147 paratlan, (1 pont)
317 470147 = (3 + 70)(...), ahol a masodik zaréjelben 1évé kifejezés egész, (6 pont)
tehat 3147 + 70147 73-mal osztva 0 maradékot ad. (1 pont)

Ha valaki a hatvanyokra vonatkozd egyenldség helyett csak annyit ir, hogy (a?**+1 + b?*+1)-bsl
kiemelhetd a + b, azt is fogadjuk el.

Harmadik megoldés. 3 és 70 is relativ prim 73-hoz, ezért hasznalhatjuk az Euler-Fermat tételt.

(2 pont)
73 prim, igy ¢(73) = 72. (1 pont)
A tétel szerint 3> =1 (mod73) és 7072 =1 (mod 73). (1 pont)
gy 3147 = 327243 = 3272.33 =33 = 27 (mod 73) (1+1 pont)
és TOMT = 7027243 = 70272 . 703 = 70° = 343000 = 46 (mod 73). (1+1+1 pont)
Igy a keresett maradék 27 + 46 = 73 miatt 0. (1 pont)



2. Hany olyan egész szam van 1 és 2021 kozott, melyre teljesiil, hogy 63-mal osztva 18, 91-gyel
osztva pedig 34 maradékot ad?

* ok ok ok ok

Els6 megoldas. Ha z ilyen szam, akkor z = 18 (mod63) és x =34 (mod91). (1 pont)
Az els6 kongruencia alapjan x = 63k + 18 valamely k egészre. (2 pont)
Ezt a masodik kongruenciaba beirva 63k + 18 =34 (mod91), vagyis 63k =16 (mod91).

(2 pont)
A tanultak szerint ez a kongruencia akkor és csak akkor megoldhato, ha (63,91)[16 (ahol (a,b) a
és b legnagyobb kozos osztojat jeloli). (2 pont)
Mivel 63 és 91 is oszthaté 7-tel, 16 viszont nem, ez nem teljesiil, (2 pont)
igy 1 és 2021 kozott (vagy barhol masutt) ilyen szam nem létezik. (1 pont)
Masodik megoldéas. A keresett szamokra teljesiil, hogy 7-tel osztva 4 maradékot adnak, (3 pont)
mivel 63 oszthato 7-tel és 18 =4 (mod 7). (1 pont)
Teljesiil ugyanakkor az is, hogy 7-tel osztva 6 maradékot adnak, (3 pont)
mivel 91 is oszthato 7-tel s 34 =6 (mod 7). (1 pont)
Nem létezik olyan szam, melynek két kiilonb6z6 maradéka lenne 7-tel osztva, igy egyetlen ilyen
szam sincs 1 és 2021 kozott. (2 pont)

Az ennél a megoldasnal adhat6 részpontoknal kiilondsen iigyeljiink arra az altalanos szabéalyra,
mely szerint Az Gtmutatoban feltlintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha
a kapcsolodd gondolat egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként
szerepel a dolgozatban.”

3. Az e egyenes egyenletrendszere x = y = 253, az f egyenes egyenletrendszere %‘3 =y =z
Dontsiik el, hogy e és f egy sikba esnek-e (vagyis létezik-e olyan sik, amely mindkét egyenest
tartalmazza).

* ok ok % ok

Els6 megoldas. Két egyenes akkor és csak akkor esik egy sikba, ha parhuzamosak vagy metszék.

megoldasa. (
Az els6 egyenletrendszer alapjan z = y, a mésodik alapjan y = z, (
ahonnan z = (z — 3)/2, vagyis * = y = z = —3 kovetkezik. (2 pont
Ez csakugyan megoldasa az egyenletrendszereknek, (
igy a két egyenes metsz6 és igy egy sikba esik. (

Ha valaki nem jut helyes megoldasra, de vizsgalja a két egyenes parhuzamossaganak kérdését, az
az alabbi pontokat kaphatja még meg (azzal a megkotéssel, hogy a maximalis 10 pont alatt kell
maradnia a feladat pontszaméanak):

Az egyenletrendszerekbdl leolvashato, hogy e iranyvektora (1,1,2), f irAnyvektora (2,1, 1),
(1 pont)
a két egyenes tehat nem parhuzamos, mivel az irdnyvektorok egyike sem szamszorosa a masiknak.
(1 pont)

Masodik megoldas. Olyan S sikot keresiink, mely tartalmazza mindkét egyenest (vagyis parhuza-
mos is mindkett6vel), a normélvektora tehat merdleges mindkét egyenes irdnyvektoréara. (1 pont)
Az egyenletrendszerekbdl leolvashato, hogy e iranyvektora (1,1,2), f iranyvektora (2,1,1).

(1 pont)
Legyen a kérdéses normélvektor (a, b, c), ekkor a két merdlegességi feltételbsl (a skalaris szorzat
hasznéalataval) a +b+2c=0¢s 2a+b+c=0. (1 pont)
A maésodik egyenletbdl az els§ kivonva a = ¢ adédik, innen pedig b = —3a, a normalvektor(ok
egyike) tehat (1,-3,1). (2 pont)



Az (1,-3,1) normalvektoru sikok tehat mindkét egyenessel parhuzamosak, azt kell vizsgalnunk,

hogy van-e koztiik olyan, ami mindkét egyenest tartalmazza is. (1 pont)
Vegyiink ehhez egy tetsz6leges pontot e-rél, legyen ez mondjuk a (0,0, 3). (1 pont)
Mivel S tartalmazza ezt a pontot, az egyenlete z — 3y + z = 3. (1 pont)
Vegylink egy tetsz6leges pontot f-rél is, legyen ez a (3,0,0). Az S egyenletébe vald behelyettesi-
téssel meggydzédhetiink réla, hogy ez a pont rajta van S-en, (1 pont)

igy S tartalmazza e-t és f-et is, hiszen parhuzamos veliik és van mindkettGvel kozos pontja. (1 pont)

A két iranyvektorra meréleges vektort most mér a vektoriélis szorzatra vonatkozo képlet alkalma-
zéséval is ki lehet szamitani, hiszen az mér szerepelt az el6adason.

4. Dontsiik el, hogy alteret alkotnak-e R*-ben azok a vektorok, melyeknek van két azonos koordi-
nataja.
* % ok k%

Jeloljiik a kérdéses vektorok halmazat V-vel. Ha V' altér, akkor barmely két V-beli vektor Gsszege

is V-beli kell legyen. (2 pont)
Az (1,2,0,0)T és (0,0,3,4)T vektorok V-ben vannak, az sszegiik, az (1,2,3,4)T vektor azonban
nincs, (6 pont)
igy V nem altér. (2 pont)

Aki nem jut helyes eredményre, de megmutatja, hogy minden V-beli vektor minden skalarszorosa
is V-ben van, az kapjon ezért 2 pontot.

5. Tudjuk, hogy az a, b, ¢, d vektorrendszer linearisan fiiggetlen R*-ben. Kévetkezik-e ebbdl, hogy
az a,b,c,a+ b+ c+ d rendszer bazis R*-ben?
* ok % ok ok

Megmutatjuk el6szor, hogy a kérdéses rendszer fiiggetlen. Tekintsiik ehhez a vektorok egy olyan
linearis kombinéciojat, mely a nullvektort adja: aa + b+ vc+ d(a+ b+ c+d) =0. (1 pont)

A zarojelet felbontva és rendezve (a+ d)a + (8 + 9)b+ (v + d)c + dd = 0 adodik. (1 pont)
Mivel az a, b, c,d rendszer linearisan fiiggetlen, ez csak ugy lehetséges, ha o +d =0, 4+ 6§ =
0, v+6=0, 0=0, (2 pont)
ahonnan o« = § =y = § = 0, vagyis a kérdéses vektoroknak csak a trivialis linearis kombinacioja
lehet a nullvektor, igy valoban fliggetlenek. (2 pont)
A vonatkozé tanult tétel szerint k dimenzids altérben k fliggetlen vektor bazist alkot, tehat
R%-ben a kérdéses vektorrendszer bézis, hiszen 4 elemii és fiiggetlen, (3 pont)
R* pedig a tanultak szerint 4 dimenzios. (1 pont)

6*. Igaz-e, hogy ha az a és b egész szamokra a?® # b (mod 100), akkor a*°b? # 1 (mod 100)?
* * * * *

Az allitas igaz. Ha a és b is relativ prim lenne 100-hoz, akkor az Euler-Fermat tétel szerint a

»(100). hatvanyuk 1-gyel lenne kongruens modulo 100. (2 pont)
Mivel a tanult képlet szerint (100) = (22 — 21)(5% — 5!) = 40, (1 pont)
ez ellentmondana, a feladat feltételének. (2 pont)
Igy a és b koziil legalabb az egyik nem relativ prim 100-hoz, igy a szorzatuk sem lesz az, (2 pont)
vagyis annak 40. hatvanyanak is lesz 1-nél nagyobb k6z6s osztéja 100-zal. (1 pont)

Ebbdl kovetkezik, hogy a szorzat 40. hatvianya nem lehet 1-gyel kongruens modulo 100, hiszen
az el6adason tanultuk, hogy modulo m kongruens szamok m-mel vett legnagyobb kozds osztdja
azonos. (2 pont)



