
Egy veszélyesen sokat érő rejtvény

Prímszám-e az alábbi N?
Mi N prímtényezős felbontása?

N = 24666595264313974103506253388560710289239
605132891630969205898596997847963601312111044
376067500620631546788072394447804559247439685
862178938803682342419767517030643710875679678
353644539688478391333639710931936721321662370
747663628189937962212191952826019662594620809
026656169816539551417609785902815749837566754
645038483277471188762767056692943275507460124
310111097263133657882172283466496624435601900
881105589504881600991177058851465094280752595
756520924999171401692239401617634502863801904
444787465090062287727395825435739430517747855
970407353742514061223147421296281445978264907
244281658030743864183988972341527783



Akasztófa módszer

69 676 200 2
34 838 100 2
17 419 050 2

8 709 525 3
2 903 175 3

967 725 3
322 575 3
107 525 5

21 505 5
4 301 11

391 17
23 23

1

N = a · b, a ≤ b
⇓

a ≤
√

N

Ha N ≈ 2,47× 10616, akkor

√
N ≈ 1,57× 10308

osztásra is szükség lehet
(ha N prím vagy két nagyon

közeli prím szorzata).



Katasztrófa módszer

N ≈ 2,47× 10616 ⇒
√

N ≈ 1,57× 10308 osztás
A leggyorsabb sci-fi szuperszámítógép:

az információ fénysebességgel terjed (3× 108m/s)
egy processzor mérete: egy hidrogén atom átmérője (5× 10−11m)
processzorok száma: a protonok száma az Univerzumban (1,575× 1079)
⇒ 9,45× 1097 művelet (≈ osztás) másodpercenként
Az 1,57× 10308 osztás időigénye: ≈ 6,02× 10211 másodperc

Az Univerzum életkora:
4.33× 1017 másodperc



Mit nevezzünk hatékony algoritmusnak?

A definíció. . .
. . . nem függhet egy konkrét számítógéptől;
. . . nem adhat meg univerzális „időkorlátot”;
. . . meg kell engedje, hogy a futásidő függjön az input méretétől.

Az input mérete: ≈ a tárolásához szükséges memória
mérete (pl. bájtok száma).

N = 246665952643139741035062533885. . . (617 számjegy)

Az input mérete: n = 617



Mit nevezzünk hatékony algoritmusnak?
Az input „A” Algoritmus „B” Algoritmus
mérete: futásideje: futásideje:

n 1.2n 100·n5

20 38,34 3,2× 108

50 9,1× 103 3,13× 1010

100 8,28× 107 1× 1012

200 6,86× 1015 3,2× 1013

1000 1,52× 1079 1× 1017

2048 1,46× 10162 3,6× 1018

Egy algoritmust általában akkor tekintünk hatékonynak, ha a
lépésszáma (≈ futásideje) felülről becsülhető az input

méretének egy polinomjával:

lépésszám ≤ c·nk valamilyen c-re és k -ra.

Az ilyen algoritmusokat polinomiális futásidejűnek nevezzük.



Mit nevezzünk hatékony algoritmusnak?
Az input „A” Algoritmus „B” Algoritmus
mérete: futásideje: futásideje:

n 1.2n 100·n5

20 38,34 3,2× 108

50 9,1× 103 3,13× 1010

100 8,28× 107 1× 1012

200 6,86× 1015 3,2× 1013

1000 1,52× 1079 1× 1017

2048 1,46× 10162 3,6× 1018

Egy algoritmus exponenciális futásidejű, ha minden n-re van
olyan n méretű input, amin a lépésszáma ≥ an, ahol a > 1 fix.

Az exponenciális futásidejű algoritmusok NEM polinomiális
futásidejűek!

(Ugyanis: minden rögzített a > 1 és c, k ≥ 0 esetén van olyan
n0 küszöb, hogy an > c · nk , ha n ≥ n0. −→Analízis)

Vannak más, nem polinomiális futásidejű algoritmusok is, az
exponenciális futásidő erre csak egy (gyakori) példa.



Számelméleti algoritmusok

Számelméleti algoritmus: az input és az output is néhány
egész számból áll.

Példa: írásbeli összeadás (Input: a,b ∈ N, Output: a + b)

376067500620631546788072394447804559247439685
+ 178938803682342419767517030643710875679678

. . .70123119363

a: k jegyű, b: ` jegyű (és k ≥ `) =⇒ input mérete: n = k + `

Az írásbeli összeadás jegyenként fix számú, mondjuk
legföljebb c darab elemi bitműveletet végez.

Ezért a lépésszáma ≤ c · k ≤ c · n

Így az írásbeli összeadás polinomiális futásidejű algoritmus.

(Sőt: lineáris futásidejű: a lépésszáma ≤ c · n1.)



Számelméleti algoritmusok

Példa: akasztófa módszer (Input: N ∈ N)

N: n jegyű =⇒ 10n−1 ≤ N < 10n

√
N osztásra is szükség lehet:

√
N ≥

√
10n−1 =

(√
10
)n−1

> 2n (ha n ≥ 3)

Ezért az akasztófa módszer exponenciális futásidejű és így a
gyakorlati alkalmazásokban használhatatlan (legalábbis „nagy”
számokra).

Ha egy számelméleti algoritmus lépésszáma magukkal az input
szám(ok)kal (vagy pl. azok négyzetgyökével) arányos, akkor az
exponenciális futásidejű.
Ugyanis: az input méretétől, vagyis a számjegyek számától
maga a szám exponenciálisan függ.



Számelméleti algoritmusok

Mennyi a számjegyek száma (vagyis az input mérete)?

a: n jegyű =⇒ 10n−1 ≤ a < 10n

n − 1 ≤ lg a < n

Az a számjegyeinek száma 10-es számrendszerben: ≈ lg a.

Ha a számrendszer alapja t (például t = 2 vagy t = 16, stb): az
a számjegyeinek száma ≈ logt a.

Például 10-esről 2-es számrendszerre áttérve:

log 2a =
log10 a
log10 2

≈ 3,32 · log 10a.

Ezért abból a szempontból, hogy az algoritmus polinomiális
futásidejű-e teljesen mindegy, hogy milyen számrendszerben
van megadva az input: az input méretét a számrendszerváltás
csak egy rögzített konstansszorosára változtatja.



Számelméleti algoritmusok

Összefoglalva:

A számelméleti algoritmusok esetében

az input mérete az input számok összes számjegyeinek
száma,
ami lényegében azonos az input számok logaritmusainak
összegével (ahol a logaritmus alapja most mindegy);
az algoritmus akkor polinomiális futásidejű, ha a
lépésszáma ≤ c · nk , ahol n az input számok összes
számjegyeinek száma (és c és k rögzített);
ha az algoritmus lépésszáma például az egyik input
számmal arányos, akkor az exponenciális futásidejű és így
NEM polinomiális futásidejű, a gyakorlatban (kicsi
inputoktól eltekintve) nem hatékony.


