BEVEZETES A SZAMITASELMELETBE 1.
TIZENKETTEDIK GYAKORLAT, 2023. november 28.

1. Lineéris leképezések-e az aldbbi f : R™ — R™ fliggvények? Ha a valasz igen, irjuk fel a leképezés [f] méatrixat
és hatarozzuk meg a Ker f magteret és az Im f képteret, valamint ezek dimenzidjat.

a) f:R3 =R f:(r,y,2)~ (x —y+2z,2—y+2);

b) f:R? — R?, f minden v sikvektorhoz annak az y tengelyre vett tiikorképét rendeli;

¢) f:R? — R?, f minden v sikvektorhoz azt az x tengelyre es§ vektort rendeli, amelynek els§ koordindtaja
a v koordinétai koziil a nagyobb.

2. Linearis leképezések-e az alabbi f : R™ — R™ fliggvények? Ha a valasz igen, irjuk fel a leképezés [f] matrixat
és hatarozzuk meg a Ker f magteret és az Im f képteret, valamint ezek dimenzi6jat.

a) f: R® = R* minden v € R? esetén f(v) utolsé koordinatéja a v koordinatdinak Osszege, f(v) tobbi
koordinataja pedig megegyezik v megfelel§ koordinatajaval;

b) f:R? = R?, f:(z,y,2) = (I, [yl |2])-

3. Az f : R? — R3 linearis leképezés a (2,6) vektorhoz a (14,16,14) vektort, az (1, —3) vektorhoz pedig az
(1,-10, —5) vektort rendeli.

a) Irjuk fel f matrixat.

b) Mit rendel f a (4, —1) vektorhoz?

c) A p paraméter milyen értékére teljesiil a (10, —9,p) € Im f allitas?

4. Az f: R™ — R™ linearis leképezésrdl tudjuk, hogy teljesiil ra az alabbi két feltétel:

o Tetszbleges 7 R"-beli vektor képe linedrisan Osszefiiggs;

o Tetszoleges 8 linedrisan fiiggetlen R™-beli vektor kézott van olyan, amelyiknek a képe nem 0.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor n < 13. (=ZH, 2003. december 2.)

5. Linearis leképezések-e az alabbi f : R™ — R™ fliggvények? Ha a valasz igen, irjuk fel a leképezés [f] matrixat
és hatarozzuk meg a Ker f magteret és az Im f képteret, valamint ezek dimenzi6jat.

a) f: R? — R? f minden v sikvektorhoz azt az x tengelyre es§ vektort rendeli, amelynek elsé koordindtaja
a v koordinatainak Gsszege;

b) f:R3 = R3, f:(x,y,2) — 3z — 5y + 7Tz, —4x + 2y — 62,2 + 3y — 2).

c¢) f:R* — R* minden v € R* és minden 1 < i < 4 esetén f(v) i-edik koordinataja a v els i koordinata-
jdnak Osszege.

6. Az f: R? — R? lineéris transzformécio az (1,2) és a (3,4) vektorhoz is az (5,6) vektort rendeli.

a) Irjuk fel f matrixat. b) Mit rendel f a (99, 100) vektorhoz?
c) Igaz-e az (55,55) € Im f allitas? d) Igaz-e az (55,55) € Ker f allitas?
1 3 15
7. Az f : R* — R? linearis leképezés matrixa lathato jobbra. Hatarozzuk meg dim Im f 4 12 1 14
és dim Ker f értékét és adjunk meg egy-egy bézist az Im f és Ker f alterekben. 3 9 1 11

8. Legyen f : R?® — R0 linearis leképezés, B = {by,bs,...,byy} bézis R?%-ban és v € R°, v # 0 rogzitett
vektor. Adjuk meg dim Ker f értékét, ha tudjuk, hogy f a by,bs, ..., by, vektorok mindegyikéhez v-t rendeli.
(ZH, 2014. november 27.)

9. Legyen f : R™ — R™ lineéris transzformacio és legyen A = [f] az f matrixa. Igazak-e mindig az alabbi
allitasok?

a) Ha Ker f tartalmaz a nullvektortol kiillonbozs vektort, akkor det A = 0.

b) Ha det A = 0, akkor Ker f tartalmaz a nullvektortol kiilonb6z8 vektort.

¢) Ha Im f C Ker f, akkor A% = 0.

d) Ha A% = 0, akkor Im f C Ker f.

10. Legyen f : R® — R™ linearis leképezés és v, v,,...,v;, € R™. Melyek igazak mindig az alabbi allitdsok
koziil?

a) Ha v, v,,...,v, generatorrendszer R™-ben, akkor f(v,), f(vy),..., f(v,) generatorrendszer R™-ben.

b) Ha v,v,, ..., v, generatorrendszer R™-ben, akkor f(v,), f(v,),..., f(v,) generatorrendszer Im f-ben.

c) Ha v;,v,, ..., linearisan fiiggetlen rendszer, akkor f(v), f(vs),. .., f(v;) is linearisan fiiggetlen rend-
szer.

d) Ha f(vy), f(vy),- .., f(vy) linearisan fiiggetlen rendszer, akkor vy, v,,. .., v, is linedrisan fiiggetlen rend-
szer.

11. Mutassuk meg, hogy ha az n x n-es A és B matrixokra A - B = 0 teljesiil, akkor r(A4) + r(B) < n.



