BEVEZETES A SZAMITASELMELETBE 1. — EMELT SZINT U kurzus
HATODIK GYAKORLAT, 2024. oktéber 22.

1. Hatarozzuk meg az aldbbi alterek dimenziéjat és adjunk meg benniik egy olyan bézist, ami a csupa 1 koordi-
nataju vektort tartalmazza. Végiil a kapott bazisban hatarozzuk meg w koordinatavektorat.
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2. Hatarozzuk meg az alabbi V' alterek dimenzi6jat és adjunk meg benniik egy olyan bazist, ami tartalmazza a
megadott v; vektorokat. Végiil a kapott bazisban hatédrozzuk meg w koordinatavektorat.
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b) V azokbdl az R1%-beli vektorokbdl 4ll, amelyeknek a koordinatai feliilrdl lefelé 2 kvéciensti mértani sorozatot
alkotnak; v, ezek koziil az, amelynek az els6 koordinataja 7, w elsé koordinataja pedig 100.

3. AV < R” altérre dimV = k és a v;,v,,...,v;, vektorok generatorrendszert alkotnak V-ben. Igaz-e mindig,
hogy ekkor vy, v,,...,v; bazis V-ben?
4. Legyenek u, v és w linedrisan fiiggetlen vektorok R™-ben. A p valés paraméter milyen értékeire teljesil, hogy
aza=u—v,b=u+tw,c=u+v—w,d=p-u+ v+ w vektorok szintén linedrisan figgetlenek? (~ZH, 2004.
december 14.)
5. Kovetkezik-e (7)-b6l (ii), illetve (i)-b6l (i) az R™-beli vy, v, ..., v199 vektorokrodl sz6lé aldbbi allitdsok esetében?
(i) vy, 09, ..., V100 kOzill kivalaszthatd 50 tgy, hogy ezek linearisan fliggetlenek legyenek, de 51 mér nem.
(”) dim<ylay27 s 7QIOO> =50

6. Jeldlje u, v, w és a a jobbra lathat6 vektorokat. Ad- 2 0 0 8
junk meg R*-ben egy, az u, v és w vektorokat tartalmazo w= i L= ; L w= (1) 4= 151)
bézist, majd irjuk fel ebben a bazisban az a koordinata- 4 5 1 1

vektorat.
7. Hatarozzuk meg a NEGYEDIK GYAKORLAT 4/a, illetve 8. feladatdban definidlt alterek dimenzi6jat.

8. Megadhaté-e R5-ben 6t darab vektor gy, hogy koziilikk barmely hirom altal alkotott rendszer linedrisan
fiiggetlen legyen, de semelyik négy &ltal alkotott rendszer ne legyen az? (ZH, 2014. december 15.)

9. Tudjuk, hogy az a, b, ¢, d vektorok bazist alkotnak R*-ben. Hatérozzuk meg az a+b, c+d, a+c, b+ d vektorok
altal generdlt altér dimenzi6jat. (ZH, 2017. november 30.)

10. Tegyiik fel, hogy a vy, vy, ..., v és a wy,ws, ..., w,, vektorrendszerek egyarant linedrisan fiiggetlenek a (tet-
sz6leges) V' < R™ altérben. Mutassuk meg, hogy ha k < m, akkor létezik olyan 1 < i < m, amelyre

a) a vy,Vs,. .., U, w; rendszer linedrisan fiiggetlen; (=ZH, 2012. december 11.)

b) a v + w;, vy + wy, . .., v, + w,; rendszer linedrisan fiiggetlen; (=ZH, 2011. december 13.)

11. Legyen B = {b;, b9, ..., b} és C ={cy,¢o,...,c} két béazis a V < R™ altérben. Bizonyitsuk be, hogy minden
b; € B esetén taldlhaté olyan ¢; € C, hogy B\ {b;} U{c;} és C\{c;} U{b;} egyardnt bazisok V-ben. (~ZH, 2012.
oktober 18.)

12. A 100 dimenziés V' < R™ altérben adott 100 kiilonb6z6 béazis. Bizonyitsuk be, hogy a 100 adott bazis mind-
egyikébdl kivilaszthato egy-egy vektor gy, hogy a kivalasztott vektorok egyiitt szintén bazist alkossanak V-ben.
(=ZH, 2011. oktéber 20.)

13. Az R%-beli V és W alterek egyarant 50 dimenziésak. Mutassuk meg, hogy V-nek és W-nek van a nullvektortdl
kiilonboz6 kozos eleme. (=ZH, 2002. oktéber 31.)

14.a) Van-e a NEGYEDIK GYAKORLAT 8. feladatdban definidlt altérnek olyan bazisa, amelyben minden vektor
koordinatai feliilrél lefelé mértani sorozatok alkotnak?
b) Irjunk fel képletet a Fibonacci-sorozat n-edik tagjanak meghatarozasara.

15*. Legyen adott egy olyan (tetszilegesen sok egyenletbdl 4l16) linearis egyenletrendszer az x1, o, ..., x, val-
tozokon, amelyben az egyenletek jobb oldaldn 4ll6 konstans tag mindenhol 0. Alljon V azokbdl az R™-beli osz-
lopvektorokbol, amelyeknek a koordinatait sorra az x1,xo,...,x, valtozékba helyettesitve az egyenletrendszer
megoldéasat kapjuk. Kénnyli megmutatni (tegytik is meg), hogy ekkor V altér R"-ben. Igaz-e, hogy R™ minden
altere megkaphat6 ezen a médon?



