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1. Linedris leképezések-e az alabbi f : R" — R™ fiiggvények? Ha a vélasz igen, irjuk fel a leképezés [f] matrixat
és hatarozzuk meg a Ker f magteret és az Im f képteret, valamint ezek dimenzidjat.

a) f:RP =SR2 f:i(a,y,2)— (z—y+z,0—y+2);

b) f: R? — R?, f minden v sikvektorhoz azt az x tengelyre esé vektort rendeli, amelynek elsé koordinataja a
v koordinatai koziil a nagyobb.

2. Linedris leképezések-e az alabbi f : R™ — R™ fiiggvények? Ha a vdlasz igen, irjuk fel a leképezés [f] matrixat
és hatarozzuk meg a Ker f magteret és az Im f képteret, valamint ezek dimenziéjat.

a) f: R¥ = R* minden v € R? esetén f(v) utolsé6 koordinitdja a v koordinitdinak Osszege, f(v) tobbi
koordindtaja pedig megegyezik v megfelel§ koordinatajaval;

b) f: R? — R2, f minden v sikvektorhoz az = tengelyre vett tiikorképének origé koriili +60°-os elforgatottjat
rendeli;

c) f: RO — R0 minden v € R és minden 1 < i < 100 esetén f(v) i-edik koordinitdja a v elsd i
koordinatajanak Osszege.

3. Az f : R? — R3 linedris leképezés a (2,6) vektorhoz a (14,16, 14) vektort, az (1,—3) vektorhoz pedig az
(1,—-10,—5) vektort rendeli.

a) Irjuk fel f mAtrixat.

b) Mit rendel f a (4,—1) vektorhoz?

¢) A p paraméter milyen értékére teljesiil a (10, —9,p) € Im f allitas?

4. Legyen f:R?% — R linearis leképezés, B = {by, by, ..., by} bazis R?%-ban és v € R0, v # 0 régzitett vektor.
Adjuk meg dim Ker f értékét, ha tudjuk, hogy f a by, by, ..., by, vektorok mindegyikéhez v-t rendeli. (ZH, 2014.
november 27.)

5. Legyen f : R"™ — R™ linearis leképezés és vy, v,,...,v; € R™. Melyek igazak mindig az alabbi allitasok koziil?
a) Ha vy, v, ..., v, generdtorrendszer R"-ben, akkor f(v;), f(vs), ..., f(v,) generatorrendszer R™-ben.
b) Ha v;,v,,...,v; generatorrendszer R"-ben, akkor f(v;), f(vy),..., f(vs) generdtorrendszer Im f-ben.
c) Ha vy,v,,...,v; linedrisan fiiggetlen rendszer, akkor f(v;), f(vy),- .., f(v) is linedrisan fiiggetlen rendszer.
d) Ha f(vy), f(vy),. .., f(v;) linedrisan fiiggetlen rendszer, akkor vy, v,, ..., v} is linedrisan fiiggetlen rendszer.

6. Legyen V < R" altér és B = {by, by, ...,b,} bazis V-ben. Mutassuk meg, hogy létezik olyan f : R" — R
linedris leképezés, amelyre f(z) = [z]p teljesiil minden z € V' esetén.
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7. Az f : R* — R? linedris leképezés métrixa lathaté jobbra. Hatarozzuk meg dim Im f és 412 1 14
dim Ker f értékét és adjunk meg egy-egy bazist az Im f és Ker f alterekben. 3 9 1 11

8. Az f : R? — R? linearis transzforméacié az (1,2) és a (3,4) vektorhoz is az (5,6) vektort rendeli.
a) Irjuk fel f matrixat. b) Mit rendel f a (99,100) vektorhoz?
c) Igaz-e az (55,55) € Im f 4llitas? d) Igaz-e az (55,55) € Ker f 4llitas?

9. Igazak-e az alabbi allitasok minden f :R™ — R" linearis transzformaciéra?

a) Ha Ker f tartalmaz a nullvektortdl kiilonb6z6 vektort, akkor det[f] = 0.

b) Ha det[f] = 0, akkor Ker f tartalmaz a nullvektortdl kiilonb6z6 vektort.

c) Ha Im f C Ker f, akkor [f]? = 0.

d) Ha [f]? = 0, akkor Im f C Ker f.
10. Legyen f : R0 — R3 linearis leképezés.

a) Mutassuk meg, hogy R'°-ben megadhaté 7 linearisan fiiggetlen vektor tigy, hogy f ezek mindegyikéhez
azonos értéket rendel.

b) Igaz-e ez az allitds 7 helyett 8-cal? (ZH, 2014. december 15.)
11. Legyen f : R® — R™ linedris leképezés. Bizonyitsuk be, hogy ha v;,v,,...,v, € R" linedrisan fiiggetlen
vektorok és (v, vs,...,v;) NKer f = {0}, akkor az f(v;), f(vy),..., f(v;) vektorok is linedrisan fiiggetlenek.

12. Mutassuk meg, hogy ha az n x n-es A és B matrixokra A - B = 0 teljesiil, akkor r(A4) 4+ r(B) < n.

13. Legyenek V < R" és W < R™ olyan alterek, amelyekre dim V 4+ dim W = n. [gaz-e mindig, hogy ekkor 1étezik
olyan f : R"™ — R™ linearis leképezés, amelyre Ker f =V és Im f = W?

14*. Legyen f : R3™ — R37 linedris transzformécié és jeldlje f2 az f o f transzformaciét. Mennyi dim Ker f
lehetséges legkisebb értéke, ha dim Im f2 = 77



