BEVEZETES A SZAMITASELMELETBE 1. — EMELT SZINT U kurzus
TIZENEGYEDIK GYAKORLAT, 2024. november 19.

1. Dontsiik el, van-e inverze az aldbbi matrixnak; ha 2. A c¢ valdés paraméter minden értékére hatarozzuk
igen, hatdrozzuk is meg. (ZH, 2012. december 3.) meg az alabbi matrix rangjat. (ZH, 2006. november 9.)

1 -3 7 c 2 3
-1 3 —6 21 12 18
2 =5 12 —-14 -8 -—12

3. Tegyiik fel, hogy az n x n-es A és B matrixok invertalhatok.
a) Mutassuk meg, hogy A - B is invertalhato.
b) Hogyan lehetne kiszdmitani (A - B) -et A~! és B~! segitségével?

4. Tegyiik fel, hogy az A matrix oszlopai koziil kivalasztottunk k darabot tgy, hogy ezek az oszlopok linearisan
fliggetlenek, de barhogy vesziink hozzajuk egy tovabbi oszlopot, a kapott k+1 oszlop mar linedrisan 6sszefliggd.
Kovetkezik-e ebbél, hogy r(A) = k?

5. Legyen A n x n-es matrix, z,y € R” pedig n magas oszlopvektorok. Bizonyitsuk be, hogy ha x # y, de
Ax = Ay, akkor det A = 0.

6. A 6 x 6-0os A matrixra 1(4) = 4. Mutassuk meg, hogy léteznek olyan B és C matrixok, amelyekre
r1(B) =r(C)=2é A= B+ C. (ZH, 2014. november 27.)

7. Legyen V az RF egy altere, C egy k x n-es, A pedig egy n x n-es matrix. Tegyiik fel tovabbd, hogy a C - A
matrix minden oszlopa V-beli, de a C' matrixnak van olyan oszlopa, ami nem eleme V-nek. Mutassuk meg,
hogy ekkor det A = 0. (ZH, 2019. december 6.)

8. Hatarozzuk meg az n x n-es A matrix inverzét, ha minden 1 < i, j < n-re
2, hai=jési>2
a) aij =

1, egyébként b) a;j = min{i, j}

9. A p paraméter minden értékére hatarozzuk meg 10. Tegytik fel, hogy az A méatrix minden sora szém-
az alabbi matrix rangjat. (ZH, 2021. december 2.) tani sorozat. (Vagyis barmelyik sor elemein balrdl
5 15 -30 20 jobbra végighaladva egy-egy szamtani sorozat tagja-
1 0 =21 10 it kapjuk.) Bizonyitsuk be, hogy r(A4) < 2 (ahol r a
—3 _S 1; 2p -8 méatrix rangjat jeloli). (ZH, 2006. oktober 26.)
p

11. Hatdrozzuk meg az n x n-es A métrixot, ha tudjuk, hogy A%2 = F és det(A — E) # 0. (E-vel az n x n-es
egységmatrixot jeloltiik.) (ZH, 2002. december 10.)

12. Legyen A kett6 rangu 2 x 3-as matrix. (ZH, 2013. november 28., 2013. december 9.)
a) Mutassuk meg, hogy létezik olyan 3 x 2-es B métrix, melyre A - B a 2 X 2-es egységmatrix.
b) Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan 3 x 2-es B maétrix, melyre B - A a 3 X 3-as egységmatrix.

13. Az n x n-es A matrixra A + A% + A3 = 0 teljesiil. Mutassuk meg, hogy ekkor det A = 0 vagy det A = 1.
(ZH, 2023. december 1.)

14. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi éllitdsok fennéllnak tetszéleges A és B matrixokra (feltéve, hogy a kijelolt
miiveletek elvégezhetdk rajtuk).

a) r(A-B) <r1(A) b) r(A+ B) <r(A)+1(B)
15. Az (n x n)-es A matrixot akkor nevezziik nulloszténak, ha létezik egy olyan (n x n)-es B # 0 métrix,
amelyre A - B =0 (ahol 0 a csupa nulla métrixot jeloli). Dontstik el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok:

a) Ha A nullosztd, akkor det A = 0. b) Ha det A = 0, akkor A nulloszté. (ZH, 2006. oktéber 26.)

16. Bizonyitsuk be, hogy ha az A négyzetes matrixra A¥ = 0 valamely k-ra, akkor (A — E)-nek van inverze.
17. Bizonyitsuk be a determindnsok szorzastételének felhasznélasa nélkiil a IA™1 = det A # 0 allitast.

18*. Egyszer a torok szultdn tomlocbe vetett. A kezembe nyomott egy 100 x 100-as méatrixot és igy szolt:

— Nem engedlek szabadon, amig ennek a matrixnak az inverzét ki nem szamitod!

100 nap és 100 éjjel dolgoztam, végiil a 101. nap reggelén biiszkén jelentettem, hogy elkésziiltem. A torok
szultan egy pillantast vetett a munkamra, majd gonoszul felkacagott:

— A szédmolas hibatlan. Csak éppen rosszul maéasoltad le a feladatot! Ezt az egy elemet mar a legelején
elhibaztad, én mast adtam! — mutatott a szultan gytrikkel gazdagon diszitett ujjaval a matrix egyik elemére.
— Most kezdheted el6lrél! Bruhaha!

Keserti szivvel, de belattam hogy a szultdnnak igaza van. A 102. nap reggelén mégis kiszabadultam. Hogyan?

19*. Legyen A olyan n x n-es matrix, amire A3 = 0. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik egyetlen olyan n x n-es
X métrix, amire a kovetkezd egyenlet teljesiil: X + AX + X A% = A.



