Algoritmuselmélet 2. Zarthelyi dolgozat 2025. méjus 15.

A rendelkezésre allé id6: 90 perc.

indokolni kell!
Kérjiik, irja fel a nevét, NEPTUN-kd6djat és a gyakorlatvezets nevét az dsszetlizott lapok jobb felsé sarkdba.

Minden feladat egységesen 10 pontot ér. Az aldirds megszerzéséhez legaldbb 24 pont sziikséges. A teljes pontszam eléréséhez a megoldds(oka)t

Altaldnos alapelvek. A pontozasi utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék.
Ezért az dtmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsdnak fébb gondolatait és az ezek-
hez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok. Az
Utmutatoban feltintetett részpontszdmok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepl6 ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazdsa nélkiil nem
ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut).
Annak mérlegelése, hogy az tutmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a meg-
oldénak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore. Részpontszam jar minden
olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybol a dolgozatban leirt gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a
feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldd egy feladatra tobb, egymaédstol 1ényegesen
kiilénb6zo megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mindegyik leirt meg-
oldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré meg-
oldéskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazoé is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldd melyiket tartotta helyesnek, akkor
a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az dtmutatéban
szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthaték. Az utmutatéban leirttél eltérd jo megoldas
természetesen maximalis pontot ér, de bizonyitas nélkiil csak az el6adason szerepld tételekre és allitasokra
lehet hivatkozni.

Az elsé 3 feladatban az algoritmusok lépéseinek bemutatdsan kivil nem vdrunk tovabbi indokldst.

1. Epl'tsen kupacot az oran tanult linearis idejii médszerrel a kozvetkezo tombbol:
]35\37\15\20\6\13\.
a) Abrézolja a lépéseket fa reprezentdcioban.
b) A kapott kupacban végezzen el egy MINTOR miiveletet.

Megoldas: A kupacépités 1épései:
35 35 35 6
37 15 37 13 6 13 20 13
20 6 13 20 6 15 20 37 15 35 37

15
A MINTOR lépései:

15 13
20 13 20 15
35 37 35 37

Pontozas:

A tomb fa alakja helyesen 1 pont
A kupacépitésnél alulrdl felfelé és jobbrol balra végzi a kupacolt 2 pont
Jo fak 4 pont
A mintornél jo elemet tesz a gyokérbe 1 pont

Jo végeredmény 2 pont



Ha a kupacot beszurasokkal épiti, akkor max 5 pont

. Nyitott cimzésii hashelést hasznalunk, a hash-tabla mérete m = 11, a hash-fiiggvény pedig h(k) =
kmod 11. Az tutkozések kezelésére linearis préobat alkalmazunk. A tébla allapota jelenleg a
kovetkezd (a * a torolt jel): 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(4456] [ [16]38] [ [ [*]21]

a) Illessze be a kovetkez6 két kulcsot a hash-tédblaba: 98,33. Minden beszirds utdn dbrazolja a
hash-tabla aktualis allapotat.

b) A kapott tdbldban végezze el a TOROL(44) miiveletet és ismét dbrdzolja a hash-tdbla aktualis
allapotat.

c) Az igy kapott tabldban a KERES(34) soran hany cellat vizsgal meg az algoritmus?

Megoldds: BESZUR(98): h(98) = 10, x helyére be lehet sztrni

01112345 |6[7[8]9 |10
44 | 56 16 | 38 98 | 21

BESZUR(33): h(33) =0

O] 11234 |5 |6|7|8]9 |10
44 | 56 16 | 38 33198 |21

TOROL (44) : h(44) = 0, a torolt jelet be kell tenni

o123/ 4 |5 |6|78]9]10
* 156 16 | 38 33198 | 21

KERES(34): hany cellat vizsgdl meg? h(34) = 1. A x-ndl folytatni kell a keresést, és az elsé iires
cellaig kell menni.
Megvizsgélt celldk szama: 6

Pontozds:

Jo probasorozat 1 pont
Mindkét kulcs helyes beszirasa, 242 pont
Torlés helyes végrehajtasa, * beirasa 2 pont
Keresés helyes 1épései, vizsgdlt cellak szama 241 pont

. Egy kezdetben iires piros—fekete faba sorban szirja be a kovetkezd szamokat: 10,20, 30,15, 18.
Minden egyes beillesztés utédn adja meg a fa dllapotat (a csomépontok szineivel egytitt). Ha forgatést
alkalmaz, akkor abrazolja a fat a forgatas el6tt és utan is.

Megoldas: Az iires fekete levelek nélkiil abrézolva a fakat:



Beszuras: 10 Beszuras: 20  Beszuras: 30 forgatés el6tt

°  ‘a

Beszurés: 30 forgatds utan Beszirds: 15 dtszinezés el6tt Beszirds: 15 4tszinezés utan

1

Beszuras: 18 forgatas elétt  Beszuras: 18 forgatas utan

Pontozads:

Az elsé két besziras (nem kell levonni, ha az elsé nincs kiilén abrézolva)
30 beszurasa

15 beszurasa

18 beszurasa

Mindegy, hogy az tres levelek be vannak-e rajzolva.

. Vegyiik a kovetkez6 eldontési problémat:
Input: Egy egyszerti G graf. Kérdés: Teljesiil-e, hogy x(G) < w(G)?

X(G) a grdf kromatikus szama: minimum hdny szin kell a csicsok jo szinezéséhez.

w(G) a grdaf klikkszdma: hdny csicsi a legnagyobb teljes részgrdf.
Mutassa meg, hogy a fenti probléma az NP osztdlyba tartozik.

Megoldds: Egy jo szinezés k szinnel és ¢ > k pontu klikk megfeleld tan.

2 pont
3 pont
2 pont
3 pont

4 pont

Ha a vélasz igen, akkor ilyenek biztosan vannak. (Van olyan szinezés, ami x(G) szint haszndl és

van olyan ponthalmaz, ami teljes részgraf, és amiben w(G) pont van.)
Mindketto trividlisan polinom méret.

Az ellenorzé algoritmus ellenérzi:

jo-e a szinezés

teljes részgraf-e a ponthalmaz

>k

Ezek is trividlisan polinom idében végrehajthatéak.

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont

Megjegyzés: A BSZ tanulmanyokbdl ismert, hogy x(G) > w(G) minden grafra teljestil, ezért minden

megfelel6 taninal k = ¢ lesz. De ez nem sziikséges az indoklashoz.

. Adott egy n elemi, csupa kiilonboz6 szamot tartalmazé S halmaz és egy k egész szam. Adjon
algoritmust, amely kiirja az S halmaz k legkisebb elemét névekvd sorrendben. Ha k < n/log,(n),

akkor az algoritmus 1épésszama legyen O(n).



Megoldas: Epitsiink kupacot S elemeibdl. 3 pont

Végezziink k db MINTOR-t, sorban irjuk ki a minimumokat. 2 pont
Kupacépités elvégezhets O(n) 1épésben. 1 pont
Egy MINTOR elvégezheté O(logn) 1épésben. 1 pont
Az 6ssz 1épésszam O(n) + k - O(logn). 1 pont
Ha k < n/logy(n), akkor ez O(n). 2 pont

. Legyen a 2KOR probléma a kovetkezd:

Input: Egy 2v — 1 csicsu irdnyitatlan G graf.

Kérdés: Létezik-e a grafban két olyan kor, hogy mindkettonek a hossza v és pontosan egy koézos
csucsuk van?

Adjon meg egy H < 2KOR Karp-redukciét, ahol H a Hamilton-kor probléma.
(A redukcidt elég legaldbb 3 ponti grafokra megadni.)

Megoldds: Legyen f(G) az a graf, amit tgy kapunk G-bél, hogy egy tetszéleges x pontjahoz csatla-
koztatunk egy v hosszi kort (v a G csticsainak széma, a hozzdadott kor x-en kiviili tobbi pontja 1j
pont) (t6bb mds jo konstrukcio is van) 4 pont
f(G) polinom id6ben kiszamolhatd, ez trivialis 1 pont
Ha G-ben van Hamilton-kor, akkor ez és a hozzaadott Gj kor megfelel$ részgraf f(G)-ben 2 pont
Ha f(G)-ben van megfelelé részgraf, akkor van két v hosszu kér f(G)-ben, de csak az egyik tartal-
mazhat 1j pontot, a masik minden pontja G-ben van, tehat Hamilton-koér G-ben. 3 pont

. Algoritmisztan Birodalmaban a Torpék és az Oridsok kiilon nyilvantartast vezetnek a sajat lakoikrol,
de mindkét helyen az OriasTorpe adatszerkezetben. A lakdkat az adatszerkezetben a magassdguk
azonositja. Tudjuk, hogy minden torpe kisebb, mint barmelyik érids és hogy nincs két egyforma
magassag. Legyen n; a torpék, no pedig az oriasok aktudlis létszama.

Az Ori&sToérpe adatszerkezet rendelkezik a kovetkezd tulajdonsigokkal:

o A keresés, beszurds és torlés az adatszerkezetben O(logn) lépésben végrehajthatd, ha n tarolt
elemek szama.

o A két nyilvantartas egyesitése, vagyis az unid mivelete is elvégezhetd. Ilyenkor a két nyil-
vantartasbol egyetlen OridsTérpe adatszerkezetben 1évé nyilvantartdst készitiink, amiben
minden Torpe és Orids is benne van. Ez a miivelet legyen végrehajthaté O(log(max(ng,ns)))
lépésben.

Adjon megfelel6 OriasTérpe adatszerkezetet.
Az indoklasrol ennél a feladatndl se feledkezzen el!

Megoldas: Téroljuk a (magassag, lakd) parokat egy 2-3-fdban, ahol a kulcs a magassag. 2 pont
A szokasos miiveletek ebben elvégezhetéek O(logn) 1épésben. 2 pont
Az ini6 elvégzésénel tegyiik fel, hogy a torpék szama nem nagyobb, mint az éridsok szama. A masik
esetben hasonl6 az algoritmus.

Megvizsgéljuk a két fa magassdgat (pl. a minimum keresésnél ennyi bels§ csicsot vizsgdlunk),
legyen k a torpék, ¢ az éridasok fajanak magassaga, k < /. 1 pont
A gyokérbol induljunk lefelé, mindig a legkisebb gyerek felé haladva jussunk el az ¢ — k-adik bels6
csucsig, ehhez vegyiink fel egy 1j gyereket, ami kisebb az eddigieknél és ez ala tessziik a torpék fajat,

igy minden torpe levél tavolsaga is ¢ lesz a gyokértol. 2 pont
Ha igy mar 4 gyerek lenne, akkor a besziras algoritmusahoz hasonléan csicsvagasokkal elérhetjiik,
hogy egy 2-3-fat kapjunk. 1 pont
Minden részfeladat 1épésszama O(¢), tehat dsszesen is O(¢) = O(log(max(ny,ng))) 2 pont

Piros-fekete faval valo probdlkozds esetén az elsé 4 pontot meg lehet adni.



