Algoritmuselmélet - 2. ZH
2024 tavasza

A munkaidé 90 perc. A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL.
Hivatkozni csak az el6adason tanultakra lehet.

1. (a) Rajzolja fel az 50, 57,51, 65,62, 86, 87,88, 68,70 tombbel adott kupacot binaris fa alakban. (Tt
indoklds nem sziikséges.)
(b) Sztirja be ebbe a kupacba (a fa alakban) az 55-t, majd hajtson végre egy MINTOR-t, a megoldasa
soran latszodjanak az egyes 1épései a miiveleteknek.

Megoldas: (a) Jol felrajzolt fa: 2 pont
o7 o1
65 62 86 87
7 N\ 7
88 68 70
(b) Jo helyre illeszti be az 1] elemet: 1 pont
o7 ol
65 62 86 87
\ 7

7/
88 68 70 \@

Kideriil, hogy felfele mozgatja az elemet (akar azért, mert lerajzolja lépésenként vagy jeloli a cseréket

vagy leirja, hogy mi torténik): 1 pont
57 51
v AN
65 86 87
7 N\
88 68 70 62
» \
/M 51
7~ N
65 57 86 87
\ \
88 68 70 62
Jo kupac a végén: 2 pont
MINTOR-nél a 62-t felviszi a gyokérbe: 1 pont
/ = \
55 51
65 57 86 87
7 N\ 7/

38 68 70



Kideriil, hogy lefelé, a kisebb gyerek helyére mozgatja az elemet (akar azért, mert lerajzolja lépésen-
ként vagy jeloli a cseréket vagy leirja, hogy mi torténik): 1+1 pont

/ o1 \
55 62
65 57 86 87
7 N\ 7/
88 68 70
Jo kupac a végén: 1 pont
. Adott két binaris keres6fa. Az egyik a csupa kiilonb6z6 aq, ..., a, elemeket tarolja és a magassaga

20241ogn. A masik a csupa kiilonbo6z6 by, ..., b, elemeket tarolja és magassaga n/2024. Tudjuk,
hogy minden a; kisebb minden b;-nél. Adjon olyan O(logn) lépésszamu algoritmust, ami elGallit egy
olyan binéris keres6fat, ami éppen az osszes a;-t és b;-t tarolja.

Megoldas: Megkeressiik az elsé fa maximalis elemét és toroljiik az elsg fabol. Tegyiik fel, hogy ez

épp a,. 2 pont
Ez O(logn) lépés, mert ennek a fanak a magassaga 2024 logn € O(logn). 1 pont
Az 4j fa gyokere legyen a,,. 2 pont
A bal részfaja legyen az els6 fa maradéka (a, torlése utan). A jobb részfaja legyen a masodik fa.

2 pont
Igy a gyokeérre teljesiil a kereséfa tulajdonsag a, vélasztasa miatt. A tébbi pontra eddig is teljesiilt.

2 pont
Az 4j mutatok beallitasa konstans sok 1épés 1 pont
2. Megoldas: Megkeressiik az els¢ fa maximaélis elemét. Tegyiik fel, hogy ez épp a,. 2 pont
Ez O(logn) lépés, mert ennek a fanak a magassaga 2024 logn € O(logn). 1 pont
a,-nek nem lehet jobb gyereke, mert maximalis elem (ez volt eladason). 2 pont
A masodik fa gyokere legyen az a, jobb gyereke. 2 pont
gy a,-re is teljesiil a kereséfa tulajdonsag a, valasztasa miatt és ezért a, Gseire is. A t6bbi pontra
eddig is teljesiilt. 2 pont
Az 1j mutatok bedllitdsa konstans sok 1épés 1 pont

. Szirja be a kovetkezd piros-fekete faba a 2-t.
(A O csucs fekete, a O pedig piros. )

A megolddsban ldtszddjanak a beszirds egyes 1€sz-
lépései, de indokolni nem kell.

Megoldas: Elgszor beszirjuk naiv modon a 2-t és az 1j elemet pirosra szinezi:

2+1 pont



Az 3-as csucs piros, testvére fekete, ezért atszinezni nem lehet. Mivel az 3 és 2 azonos oldali gyerek,
forgatni kell, hogy az 3 feljebb keriiljon:

4 pont
Atszinezés:

3 pont
Ha nincs magyardzat, hogy mikor melyik [épést haszndljuk, de jol vannak végrehajtva a miuveletek,
akkor is jar a teljes pontszdm.
A fenti pontok csak akkor jarnak, ha az algoritmus haszndlatdval késziltek el a fdk. De ha az utolso
fa jol fel van rajzolva, akkor azért 1 pont jdr.

. Az alabbi, 11 méret hash tablaba nyilt cimzéssel, kvadratikus probaval szurja be a 25, majd a 14
szamot a h(x) = z (mod 11) hash fiiggvénnyel. (A * jel a torolt elem helyét jelzi.) A megolddsban
latszodjon milyen sorrendben vizsgdljuk meg a kilonbozd celldkat.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(] [57]47[37] | [40] [20]* |
Megoldas: A proba sorozat: 0,1, —1,4,—4,9,-9,... 3 pont
25 =3 (mod 11), sorban a 3,4,2,7,10 cellakat probaljuk. 2 pont
A t0rolt jel helyére be lehet szirni 1j elemet. 1 pont
A 10. cellaba tessziik. 1 pont

14 =3 (mod 11), sorban a 3,4,2,7,10, 1 celldkat probaljuk. 2 pont
Az 1. cellaba tessziik. 1 pont

0 1 2 3 4 56 7 8 9 10
| * |14 |57[47[37] | [40] [20]25]

Ha a proba sorozatként: 0,—1,1,—4,4,—9,9,...-et haszndlja, akkor ezért -1 pont
de helyes szamolds utdan a tobbi pont jdr.

Ha valamilyen kvadratikus probara emlékeztetd probasorozat haszndl a megoldds, de nem a megfelelét,
akkor az elsd 3 pont nem jdr, de a tobbit meg lehet adni.

Linedris probdval vald beszirdsért, ha minden stimmel. 2 pont



5. Szomszédossagi matrixaval adott egy irdnyitatlan graf. Bizonyitsa be, hogy a kovetkezd probléma
NP-ben van: Van-e a graf minden u és v pontja kozott Hamilton-ut? (A Hamilton-it két végpontja
kézott lehet él, attol még Hamilton-itnak szdmit.)

Megoldas: Azt kell belatni, hogy a probléma N P-beli, azaz van rovid, gyorsan ellenérizhetd tani

a probléma ,igen” inputjaira. 1 pont
Jo tani lesz ha minden u, v pontparra megadunk egy Hamilton-utat. 2 pont
Egy Hamilton-utat a cstcsok sorszamainak sorozataval lehet megadni, ami plogp € O(n), ahol p a
pontok szama. (Elég azt irni, hogy O(n).) 1 pont
A pontpérok szama O(p?) C O(n), tehat a tani mérete O(n?). 2 pont
Az ellenérzés soran meg kell nézni:

e Minden ut Hamilton-ut? 1 pont

e Minden pontpér szerepel, mint valamelyik Hamilton-ut két végpontja? 1 pont

Egy Hamilton-ut ellendérzése elvégezhets O(n) 1épésben (ez volt el6adason), minden ut ellendrzése
O(n?) lépésben.

1 pont
Egy adott pontparra végignézve a teljes tanit, megnézhetjiik, hogy a pontpar szerepel-e végpontként,
ez O(n?). Az osszes parra pedig O(p*n?) C O(n3). Az ellendrzés osszideje O(n?) + O(n3) C O(n?),
ami polinomidlis. 1 pont
A lépésszamokra barmilyen helyes korldt elfogadhato, nem csak a fentiek. Van ezeknél jobb is, de
gyengébb is megfeleld, ha polinomidlis.

6. P-ben van vagy NP-teljes az alabbi NP-beli eldontési feladat? (Azt a tényt fel szabad haszndlni, hogy
ez a feladat NP-ben van.)

Input: G irdnyitatlan graf szomszédossagi matrixaval, k, ¢ egész szamok (tizes szamrendszerbeli
alakjukkal).

Keérdés: Igaz-e, hogy G-ben van egy k és egy ¢ méretii klikk (teljes részgraf), melyeknek nincs kézos
csucsuk?

Megoldas: Nevezziik a fenti problémat KETKLIKK probléménak.

Ha a KETKLIKK probléma NP-beli és visszavezethetd ra egy NP-teljes probléma, akkor KETKLIKK
is NP-teljes. Az Iszonyu Hasznos Tétel miatt ez mar bizonyitja az NP-teljességet. Az NP-beliséget
nem kell most bizonyitani a feladat szerint. (Ha ezek nincsenek igy leirva, de aztdin ennek megfelelden

folytatodik a bizonyitds, akkor is jar ez a pont.) 1 pont
Megadunk egy MAXKLIKK < KETKLIKK Karp-redukciot. 2 pont
A redukei6 soran egy (G, k) parhoz azt a (G, k', ¢') harmast rendeljiik, amiben k' = ¢/ = k és G'-t
ugy kapjuk G-bd6l, hogy felvesziink G' mellé egy még egy példanyban G-t. 2 pont
(G' k', 1) el6allitasa gyors, mert a masik G hozzavétele O(n)-ben megvan. 1 pont
Ha G-ben van k-as klikk ponthalmaz, akkor G' mindkét példanyaban van egy k-as klikk és ezeknek
nincs kozos pontja. Azaz G'-ben van diszjunkt k’-s és ¢'-s klikk. 2 pont
Ha G’-ben van diszjunkt k’-s és ¢'-s klikk, akkor a k-as klikk G egyik példanyaban kell, hogy legyen
(mindegy, hogy a masik klikk hol van), tehat G-ben van k-as klikk. 2 pont
Ha nem dll dssze a bizonyitds, de megjelenik a MAXKLIKK, ennek NP-teljessége és valamiféle kap-
csolat, akkor lehet adni max 3 pont

7. A World Of SZIT szamitogépes jatéknak n = 27 (q egész) szintje van. (A szintek szdmozéséat 0-
val kezdjiik.) A jaték soran az i-edik szinten p[i] pontot lehet szerezni. A pontokat a kovetkezd
adatstrukturaban taroljuk: Egy teljes binaris fa leveleit balrél jobbra szdmozzuk, az i. levél tarolja



a pli] pontszamot (a balszéls§ a nulladik). Az i sorszamot nem taroljuk a levélben. Egy nem
levél cstcsban levd szam a csucs gyerekeiben levs szamok dsszege. Példaul, ha a p[i] pontok rendre
50, 45,70, 85, 80, 80, 20, 70, akkor igy néz ki a fa:

/500\
250 250
7N N
95 155 160 90
50 45 [70 85] [0 80] [20 70

A SZINT(k) mitvelet eredménye, hogy a jaték hanyadik szintjén lehet elGszor elérni Gsszesitésben
k pontot. A szint sorszimanak binaris alakjat szeretnénk megkapni. Adjon olyan algoritmust a
SZINT (k) miivelet megvalositasara, ami O(logn) lépést hasznal. Példaul, SZINT(100) = 2. (Az
adatstruktira adott, csak a SZINT(k) miveletet kell megvaldsitani.)

Megoldas: Legyen a gyokér x.
Ha k > elem(x), akkor nem lehet k pontot szerezni a jatékban. 1 pont
Hasonlitsuk ossze k-t elem(bal(x))-el. Ha k < elem(bal(z)), akkor balra kell tovabblépni, mert k
pontot a jaték elsd n/2 szintjének valamelyikén lehet megszerezni, hiszen elem(bal(z)) értéke az els6
n/2 szinten megszerezhets 0sszes pontszam. 1 pont
Ha k > elem(bal(z)), akkor jobbra kell lépni, mert k& pontot a jaték masodik n/2 szintjének valame-
lyikén lehet megszerezni.

1 pont
Ha k < elem(bal(z)), akkor a bal(zx) gyokerd részfaban folytatjuk a k keresését rekurzivan. 1 pont
Ha k > elem(bal(x)), akkor a jobb(x) gyokeri részfaban folytatjuk a keresését rekurzivan, de a

k — elem(bal(x)) értékkel, 1 pont
mert ebben a részfaban mar csak az elem(bal(x)) értéken tili pontok szerepelnek. 1 pont
Amikor egy levélhez ériink, akkor megtalaltuk a megfelels levelet. Azt kell meghatarozni, hogy az itt
lévé pont hanyadik szinthez tartozik, azaz hanyadik levél balrol szamitva. 1 pont
A lépések soran minden balra lépésnél feljegyziink egy 0-t, jobbra lépéskor pedig 1-et irunk fel. Az
igy kapott szam a keresett szintszam binaris alakja lesz. 2 pont

Mivel teljes binaris farol van sz6, minden it ¢ = log, n hosszu (ez volt eladason), tehat a lépésszam
O(logn). 1 pont



