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Keresés, ha nincs 6sszehasonlitas

Feladat

Adott az U halmaz véges S = {s1,Sp,...,Sn_1, Sn} részhalmaza és

s € U. El akarjuk dénteni, hogy igaz-e s € S, és ha igen, akkor melyik
i-re teljesil s; = s.

Hany lépés kell?

Itt eqy Iépés: lgaz-e, hogy s; = s?
Valasz: lgen vagy nem.

Legrosszabb esetben minden elemet végig kell nézni —-
nlépés kell legrosszabb esetben.
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Ha barmely két elem dsszehasonlithato

Példak:

7 az egész szamok halmaza. A < rendezés a nagysag szerinti
rendezés.

Az abc betliinek ¥ halmaza; a < rendezést az abc-sorrend adja.
Az x betll kisebb, mint az y bet(, ha x elébb szerepel az
abc-sorrendben, mint y.

A X betliibdl alkotott szavak ¥* halmaza a szétarszeri vagy
lexikografikus rendezéssel. = legyen X = xyXo - - - Xi és

Y = y1yo-- -y két sz6.

Az X kisebb mint Y, ha vagy / > k és x; = y; ha minden
i=1,2,..., k esetén;

vagy pedig x; < y; teljestl a legkisebb olyan j indexre, melyre
X; # y;. Tehat példaul kar < karika és bor < bot.
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Keresés, ha van 6sszehasonlitas
Itt 6sszehasonlitas: Mi a viszonya s-nek és s;-nek?
Valasz: s; = svagy s; < svagy s; > s.

Linearis keresés

Sorban mindegyik elemmel 6sszehasonlitjuk.
Koltség a legrosszabb esetben: n, mert lehet, hogy pont az utolsé volt.

Segqit, ha rendezett az input?

Barkochba jaték: gondolok egy szamot 1 és 100 kdzott, hany
eldéntendd kérdésbdl lehet kitalalni?

Feladat

Adott az U halmaz véges S = {s1 < Sp < ... < Sp_1 < Sn}
részhalmaza és s € U.

Osszehasonlitasokkal akarjuk eldénteni, hogy igaz-e s € S, és ha
igen, akkor melyik i-re teljesil s; = s.

Hany ésszehasonlitas kell?
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Binaris keresés

Oszd meg és uralkodj: eldszdr a kozépsb s;-vel hasonlitunk: i = [251]

Hasonl6 feladatot kapunk egy S; halmazra, amire viszont |S;| < |S]/2.
Es igy tovabb:

ISl
23

ISI

Sl < s < s < 1]

Pl. keressiik meg, benne van-e 21 az alabbi sorozatban!

15,22, 25,37, |}, 56,70, 82 (1)
15,22, |l 37.48,56,70, 82 2)
15, |l 25, 37, 48, 56, 70, 82 3)
BB 22 25,37, 48,56,70,82 (4)

Katona Gyula Y. / Vizer Maté (BME SZIT) Algoritmuselmélet 5/28



Binaris keresés
Legfeljebb hany 6sszehasonlitas kell?
Megvélaszthatjuk k-t gy, hogy 2K < n < 2k+1 teljesiljén.

Ekkor |Sk| < % = o < 2, mivel | S| egész szam, ezért |Sy| < 1.

Tehat k 6sszehasonlitas utan legfeljebb egy elem jéhet még széba.

Ezért mar csak legfeljebb egy tovabbi 6sszehasonlitas kell.
2k <n = k < [logy n|

k+1<|logon]+1=/Tlogo(n+1)]
Tehat az 6sszehasonlitdsok szama legfeljebb: [logy(n+ 1)]

Nyilvan példaul egy nem sikeres keresésnél ennyire sziikségunk is
van, igy a binaris keresés lépésszama: [logo(n+ 1)]
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Van-e jobb, mint a binaris keresés?
Természetesen mer(l fel a kérdés, hogy tudunk-e jobb keresé

algoritmust talalni a binaris keresésnél, ha az input egy rendezett
tdbmb? A valasz az, hogy nem.

Tetel

A binaris keresés optimalis, azaz nincs olyan keresé algoritmus, ami
csak dsszehasonlitasokat hasznal egy rendezett tombben és a
lépészama kevesebb mint [log,(n+ 1)].

Bizonyités.

Tegylik fel, hogy lenne ilyen algoritmusunk. Az ellenség (E) fog mutatni
egy rendezett témbdt (minden n-re egyet), amire algoritmusunk
lépésszama [logy(n+ 1)] lesz.

Az ellenség az algoritmusunk kérdéseire mindig eldénti, hogy mit
valaszoljon és kézben az x4, . . ., X, rendezett tmb egyre nagyobb
részét fedi fel a kbvetkez6 mdodon:
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Van-e jobb, mint a binaris keresés?

Bizonyitas.

Altaldnos lépés:

Ha az algoritmus x;-vel hasonlit, akkor E megnézi, hogy hany x;-nél
kisebb és hany nagyobb olyan cella van, ami még tartalmazhatja a
keresett s elemet (amit még nem zart ki az algoritmus).

@ Ha tobb ilyen cella van x; utan, akkor E azt valaszolja, hogy s
nagyobb, mint x; (ekkor E kitdlti az x; elbtti szoba j6vo cellakat és
az x; cellajat s-nél kisebb szamok névekvé sorozataval, hogy azok
a mar korabban kitéltétt cellakkal egyditt is ndvekvd sorozatot
alkossanak),

@ kulénben meg azt valaszolja, hogy s kisebb, mint x; (ekkor E Kitélti
az x; utani szoba jovo cellakat és x; cellajat tetszbleges s-nél
nagyobb szamok névekvd sorozataval, hogy azok a mar korabban
kitéltétt cellakkal egyditt is ndvekvd sorozatot alkossanak).
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Van-e jobb, mint a binaris keresés?

Legyen n=8és s=12.

Mivel [log,(8 + 1)] = 4, ezért 4 kérdés elég.
TegyUk fel, hogy 3 kérdéssel is lehetne.

X1 Xo X3
1 2 3
1 2 3
1 2 3

X4
X4
X4
X4

X5
X5
X5
33

X6
X6
X6
45

X7
X7
88
88

Xg
Xg
100
100

S nagyobb
s kisebb
s kisebb

A 3 kérdés utan még nem lehet tudni, hogy s = x4 teljesll-e, hiszen xy
lehet 12 is vagy pl. 15 is.
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Van-e jobb, mint a binaris keresés?

A binaris keresés optimalis, azaz nincs olyan keresé algoritmus, ami
csak dsszehasonlitasokat hasznal egy rendezett tombben és a
lépészama kevesebb mint [logo(n+ 1)].

Bizonyitas.
Ha E igy valaszol és egy kérdés elbtt volt x cella, ahol s lehetett
(ennyit nem zart még ki az algoritmus), akkor a kérdés utan marad

még legalabb (x — 1)/2 cella, ahol s lehet. (A ,—1"az s; miatt van, az

mar biztos nem jéhet szoba).
n—1 1

—> 2 kérdés utan legalabb —Z5— = 5 — 3 — % marad.
—> k kérdés utan is marad még 5 — 5 — - - — J lehet6ség.
Tehat teljesdinie kell 5. — 5 —--- — J < 1-nek.

Vagyisn <2k +-2k=1 1 41 =2k 1. — [logy(n+1)] — 1 < k.
Ha még van egy lehetséges elem, akkor még +1 egy kérdés.
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Rendezés

Adott az U rendezett halmaz véges S = {s1, Sz, ...,Sn-1,Sn}
részhalmaza. Osszehasonlitdsokkal rendezziik az S elemeit a
rendezés szerint névekvé sorrendbe, azaz keressink olyan o
permutaciot, hogy s,(1y < Sy(2) < *** < Sy(n)-

Input: tdmb, lancolt lista, (vagy barmi)
Output: altalaban, mint az input
Lépések: elemek mozgatasa, cseréje, 6sszehasonlitasa

A rendezés 6nmagaban is el6fordul6 feladat, de eljon, mint hasznos
adatstruktura is. Rendezett tombben keresni (pl. telefonkényv).

@ Hany 6sszehasonlitas kell a legrosszabb esetben?
@ Hany dsszehasonlitas kell atlagos esetben?

@ Hany csere kell a legrosszabb esetben?

@ Mennyi plusz tarhely szikséges?
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Buborékrendezés _

Input: A[1 : n] (rendezetlen) tdmb

Ha valamely i-re A[i] > A[i + 1], akkor a két cella tartalmat kicseréljik.
A témb elejérdl indulva, kdzben cserélgetve eljutunk a tdmb végéig.
Ekkor a legnagyobb elem A[n]-ben van. Ismételjik ezt az A[1 : n — 1]
tdmbre, majd az A[1 : n — 2] tdmbre, stb.

procedure buborék
(*az A[1 : n] tmbdt névekvéen (nem csbkkenben) rendezi *)
for(j=n-1,j>0,j:=j—1)do
for(i=1,i<j,i:=i+1)do
{ ha A[i + 1] < A][i], akkor cseréljik ki dket.}

osszehasonlitasok szama: n—1+n—2+...+1 =221

cserék szama: < 22-1)
Animacio
Video tanc: Buborék rendezés
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http://visualgo.net/en/sorting/
http://www.youtube.com/watch?v=lyZQPjUT5B4

BeszUrasos rendezés

Ha az A[1 : k] résztdmb mar rendezett, akkor szurjuk be a kdvetkez6

elemet, Alk + 1]-et, lineéris vagy binaris kereséssel, majd a kdvetkez6t
ebbe, stb.

| | linearis | binaris |
n(n—1) n-
dsszehasonlitas 5 > [logo(k +1)]
k=1
mozgatds (n+2)2(n— 1) (n+2)2(n— 1)
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Binaris beszurasos rendezés I1épésszama

K :=Tlogy 2| + [logo 3] + - - - + [logo n| < n[logy N

Jobb becslés: haszndljuk fel, hogy [logs k] < 1 + logy k

K<n—1+logy2+:--+logyn=n—1+logy(n')

Felhasznalva a Stirling formulat: n! ~ (n/e)"v/2rn kapjuk, hogy

1
logo n! ~ n(logy N — log, €) + > logo N+ logy V21 ~ n(log, N — 1,442)

Ezért K < n(log, n — 0,442) elég nagy n-re.
Animacio
Video tanc: Beszurasos rendezés
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http://visualgo.net/en/sorting/
http://www.youtube.com/watch?v=ROalU379l3U

Alsé becslés 6sszehasonlitas alapu rendezésre

Ugyanaz, mintha barchoba-ban kellene kitalalni, hogy az elemek
melyik sorrendje (permutaciéja) az igazi sorrend.

Kezdetben n! lehetséges sorrend jon szoba.

Két elemet dsszehasonlitva a valasz két részre osztja a sorrendeket.
Ha pl. azt kapjuk, hogy x < y, akkor az olyan sorrendek, amelyekben
x hatrébb van y-nal, mar nem jénnek széba.

Ha az ellenség megint ugy valaszol, hogy minél tébb sorrend maradjon
meg, akkor k kérdés utan még szoba j6n 2”7' sorrend.

Ha Z; > 1, nem tudjuk megadni a rendezést. —-

Nincs olyan 6sszehasonlitas alapu rendezé modszer, ami n
elem rendezésekor barmely bemenet esetén kevesebb mint
log,(n') 6sszehasonlitast hasznal.

Az eldbbi szamitasbdl kijon, hogy logs(n!) > nlogon—c-n
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Osszefésiiléses rendezés Volt Prog1-bdl

Osszefésiilés (MERGE):

Két mar rendezett sorozat (témb, lista, stb.) tartalmanak egy sorozatba
valé rendezése:

A[1 : k] és B[1 : ]] rendezett tombdk — C[1 : k + /] rendezett tdmb
Nyilvan C[1] = min{A[1], B[1]}, p!. A[1],

ezt rakjuk at C-be és t6réljuk A-bol.

C[2] = min{A[2], B[1]}, stb.

Ha elfogynak az egyik tdmbben/listaban stb-ben az elemek, a masik
végét odamasoljuk a kdzds témb/lista stb, végére.
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Példa

A B C

12,15,20,31 | 13,16,18

15,20, 31 13,16,18 || 12,

15,20, 31 16,18 12,13

20, 31 16,18 12,13,15

20, 31 18 12,13,15,16

20, 31 12,13,15,16,18

31 12,13,15,16,18,20
12,13,15,16, 18,20, 31

0sszehasonlitasok szama: k + 1 — 1, ahol k, | a két tdmb hossza
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Osszefésliléses rendezés

Alapdtlet: Rendezzlk kildn a tdmb elsé felét, majd a masodik felét,
végul fésuljik dssze.
Ezt csinaljuk rekurzivan.

MSORT(A[1 : n]) :=
MERGE(MSORT(A[1 : [n/2]]), MSORT(A[[n/2] + 1 : n])).

Hogy elvarrjuk a rekurzié aljat, legyen MSORT(A[/, i]) az Ures utasitas.
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Osszehasonlitasok szama

Jelbljik T(n)-el a lépésszamot n hosszu témb rendezésekor. Az
egyszerliség kedvéért tegy(ik fel, hogy n = 2k.

T(n)<n-1+2T(n/2),

T(n)<n—-1+4+2(n/2—-1+4+2T(n/4))=n—-1+4+2(n/2—-1)+4T(n/4).

T(n) < n—1+2(n/2—1)+4(n/4—1)+- - -+2k"1(n/2k=1—1) < n[log, n].

Felhasznalva, hogy T(1) = 0.

Az dsszefésliléses rendezés konstans szorzé erejéig optimalis.
Mozgatasok szama: 2n[log, nj

Tarigény: 2n cella (bonyolultabban megcsinalva elég n + konst.)
Animacié

Video animacié: Osszefésiiléses rendezés

Video animécié: Osszefésiiléses rendezés tancban
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http://visualgo.net/en/sorting/
http://www.youtube.com/watch?v=_r0gV2hQYf0
http://www.youtube.com/watch?v=XaqR3G_NVoo

Példa 0sszefésliléses rendezésre
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Gyorsrendezés

[C. A.R. Hoare, 1960] o
0szd meg és uralkodj: véletlen s elem a témbbdl — PARTICIO(s) —

| s-nél kisebb elemek | s | s-nél nagyobb elemek |

GYORSREND(A[1 : n])
1. Véalasszunk egy véletlen s elemet az A tdmbbdl.

2. PARTICIO(s); az eredmény legyen az A[1 : k — 1], Alk : k],
Alk + 1 : n] felbontas.

3. GYORSREND(A[ : k — 1]); GYORSREND(A[K + 1 : 11).

Véletlen elemnek valaszthatjuk mindig a témb els helyén allot.
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A PARTICIO(s) miikddése
Legyeni:=2,j:=n,
@ /-t ndveljik, amig A[/] < s teljesll, utana
@ j-t csdkkentjuk, amig A[j] > s
—
i — —
| 5-nél kisebb elemek | | s-nél nagyobb elemek |

Ha mindketté6 megall (nem lehet tovabblépni), és i < j, akkor A[i] > s
esAjl<s =
Kicseréljuk A[i] és A[j] tartalméat, majd az i-t tovabb ndveljik, amig
A[i] < steljesll, stb. .... Ha a két mutaté 6sszeér (mar nem teljesdl
i < j), akkor kicseréljuk A[1] = s-et és A[i — 1]-et
PARTICIO Iépésszama: ©(n)
GYORSREND |épésszama legrosszabb esetben: ©(n?)
GYORSREND lépésszama atlagos esetben:
1,39nlog, n+ O(n) = O(nlog n)
Animacio
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Kulcsmanipulacids rendezések

Nem csak 6sszehasonlitasokat hasznal.
Pl. ismerjik az elemek szamat, belsd szerkezetét.

Ladarendezés (binsort)

Legyen U = {u1 < Up < ... < Um} egy m eleml halmaz, aminek
elemei 6sszehasonlithatéak és tudjuk a nagysag szerinti sorrendjiket.
A legegyszerlibb példa az € {1, ..., m} halmaz. Tudjuk, hogy A[1 : n]
elemei az U halmazbdl keriilnek ki.

— Lefoglalunk egy U elemeivel indexelt B témbdt (m db ladat),
el6szér mind Ures.

Elso fazis: végigolvassuk az A-t, és az s = A[i] elemet a BJ[s] lista
végére flizzik.

— konzervativ rendezés, azaz az egyenld elemek sorrendjét
megtartja.

Katona Gyula Y. / Vizer Maté (BME SZIT) Algoritmuselmélet 23/28



Ladarendezés

Példa: Tegyik fel, hogy a rendezendd A[1 : 7] tdmb elemei 0 és 9
kozotti egészek:

A-ls5lal1]5]6]9]6

B: 1 3 55|66 9

Masodik fazis: elejétél a végéig U elemeinek névekvd sorrendjében
végigmegylnk B-n, és a BJi] listak tartalmat visszairjuk A-ba.

B: 1 3 55|66 9

A-l1]3|5]5]6]6]9

Lépésszam: B létrehozédsa O(m), elsé fazis O(n), mésodik fazis
O(n+ m), ésszesen O(n+ m).

Ez gyorsabb, mint az &ltalanos also korlat, ha pl. m < c¢n.
Animécid
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Radix rendezés

A kulcsok Osszetettek, tébb komponensbdl allnak, t; . .. t, alaku

szavak, ahol a t; komponens az L; rendezett tipusbdl valo, legyen
|L;] = sj, a rendezés lexikografikus.

Példa: Legyen (U, <) a huszadik szazadi datumok 6sszessége az
idérendnek megfelel6 rendezéssel.

Ly = {1900,1901,...,1999}, s; = 100.

L, = {januar, februar,. .., december}, s, =12.

Ly={1,2,...,31}, s3=231.

A datumok rendezése éppen az L; tipusokbdl szarmazé lexikografikus
rendezés lesz.
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Radix rendezés

@ Rendezzik a sorozatot az utolsd, a k-adik komponens szerint
ladarendezéssel.

@ A kapottat rendezzik a k — 1-edik komponens szerint
ladarendezéssel.

@ stb.

Fontos, hogy a ladarendezésnél, az elemeket a ladaban mindig a lista
végére tettiik. igy ha két azonos kulcst elem kdzil az egyik megeldzi
a masikat, akkor a rendezés utan sem valtozik a sorrendjuk.

— Az ilyen rendezést konzervativ rendezésnek nevezzik.
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Miért mUkddik a radix jol?

Ha X < Y, az els6 i — 1 tag megegyezik, de x; < y;, akkor az j-edik
komponens rendezésekor X el6re kertil.

A laderendezés konzervativ = késdbb mar nem valtozik a
sorrendjuk.

Példa:

\ 1969.01.18. \ 1969.01.01. \ 1955.12.18. \ 1955.01.18. \ 1918.12.18. \

Napok szerint rendezve:

| 1969.01.01. | 1969.01.18. | 1955.12.18. | 1955.01.18. | 1918.12.18. |
Hoénapok szerint rendezve:

| 1969.01.01. | 1969.01.18. | 1955.01.18. | 1955.12.18. | 1918.12.18. |

Evek szerint rendezve:

| 1918.12.18. | 1955.01.18. | 1955.12.18. | 1969.01.01. | 1969.01.18. |
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Radix rendezés

Lépésszam: k ladarendezés dsszkoltsége: O(kn + ZL Si)

Ez lehet gyorsabb az altalanos korlatnal
@ C, k allandok és s; < cn
— O(kn+ Y, en) = O(k(c + 1)n) = O(n).
pl. az [1, n'® — 1] intervallumbdl val6 egészek rendezése
@ k=logn,sij=2 = O(nlogn+ 2logn) = O(nlog n).
Animécid
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