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Emlékeztetd

Definicio
Egy X eldéntési problémahoz tartozé Ly nyelv azoknak a
bemeneteknek a halmaza, amelyekre a valasz |\GEN. A lehetséges
bemeneteket (amelyek tehat vagy beletartoznak Ly -be vagy nem),
szavaknak hivjuk.
Egy X eldéntési probléma és x bemenet esetén

@ x € X jeldli, hogy az x bemenetre a valasz IGEN,

@ x ¢ X jeldli, hogy az x bemenetre a valasz NEM.
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Karp-redukcio

Mikor nem Iényegesen nehezebb egy X probléma egy Y problémanal?
Ha Y felhasznalasaval meg lehet oldani X-et is.

—> X megoldasa visszavezethetd az Y probléma megoldasara.
Definicio

Legyen X és Y két eldéntési probléma. Az X Karp-redukcidja
(polinomialis visszavezetése) az Y problémara egy olyan polinom
idében szamolhato f fiiggvény, amely X minden lehetséges
bemenetéhez hozzarendeli Y egy lehetséges bemenetét ugy, hogy

xeX&sflx)ey.
Jelblés: X <Y, ha X-nek van Karp-redukcidja Y -re.

Ha tehat van algoritmusunk Y eldéntésére — x € X-re kiszamitjuk
f(x)-et, eldontjik f(x) € Y? = tudjuk, hogy x € X igaz-e. +/

Ha tudnank, hogy X nehéz, és tudjuk, hogy X < Y

—> Y is nehéz lenne.

Ha Y kénnyl, és X nem lényegesen nehezebb néla, akkor X is

kénny.
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Karp-redukcio

NEM _ NEM

IGEN IGEN
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3SziN és 4SziN
3sziN Bemenet: G graf.
Kérdés: Igaz-e, hogy G szinezhetd 3 szinnel?

4SZiN Bemenet: G graf.
Kérdés: Igaz-e, hogy G szinezhetd 4 szinnel?

3sziN < 4SZiN.

Bizonyitas.
G f(G)

@ f polinom idében
f szamolhaté /
@ G 3 szinnel szinezhetd <
f(G) 4 szinnel szinezhetd

vV

.
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A Karp-redukcio tulajdonsagai

1. HaX <Y ésY c P, akkor X c P.

2. Ha X < Y és Y € NP akkor X € NP.

HaX <Y, akkorX <Y

Ha X < Y és Y € coNP, akkor X € coNP.

Ha X < Y és Y € NP N coNP, akkor X € NP N coNP.
HaX <YésY <Z, akkor X < Z.

RO

Bizonyités.

| N\

Legyen f az X Karp-redukcija Y -re, ahol f cyn* id6ben szamolhata.
x egy bemenet, melyrél szeretnénk eldénteni, hogy x < X teljesdil-e,
n az x hossza.
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Bizonyités.

1.: Kiszamitjuk f(x)-et — id6igénye < c;n* = |f(x)| < ¢cynk.

Y felismeré algoritmusdval cx|f(x)|¢ id6ben eldéntjik, hogy f(x) € Y
igaz-e.

— id6igénye < cx(cynk)*

x € X & f(x) € Y = 6sszid6 O(nkt) /

2.: Az f(x) € Y tény egy t tandja jo x € X tandjanak is, és az Y-hoz
tartozo T tanusito algoritmus egy kis modositassal jo lesz az X
tanusito algoritmusanak is.

T' az (x,t) bemenetre el6szér kiszamitja f(x)-et, majd az (f(x), t)
parra alkalmazza T -t.

Ha az eredmény |GEN, akkor legyen T' eredménye is IGEN, kilénben
pedig NEM.

] = O(|f(x)|°) = |t| = O(n*°)

T' lépésszama, ha T lépésszama O((|y| + |t])%):

O(n*) + O((If(x)| + [t])*) = O(n*) + O(|f(x)|*) = O(n**").
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Bizonyités.
3.: X-nek egy Karp-redukcidja Y-ra egyben egy Karp-redukcié X-rol
Y-re, hiszen x € X <= f(x) € Y ugyanaz, mintx ¢ X < f(x)¢ Y
4. —2.3.

5. < 2.4.

6.: Legyen f az X < Y fliggvénye, ami O(n*) idében szamolhat6

és gaz Y < Z fliggvénye, ami O(n‘) id6ben szamolhato.

Az X < Z fuggvénye g(f(x)) lesz, ami O((n*)f) = O(n**) idében
szamolhato. mj
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NP-teljes problémak

Definicio

Az X eldéntési probléma NP-nehéz, ha tetszbleges (azaz minden)
X' € NP probléma esetén létezik X' < X Karp-redukcid.
Az X eldéntési probléma NP-teljes, ha X € NP és X NP-nehéz.

Egy NP-teljes probléma tehat legalabb olyan nehéz, mint barmely mas
NP-beli probléma.

Ha egy ilyen problémardl kideriine, hogy P-beli (coNP-beli), akkor
ugyanez igaz lenne minden NP-beli problémara.

Van-e NP-teljes probléma?
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Boole-formulak

Az f:{0,1}" — {0,1} fliiggvényeket n-valtozds Boole-fliggvényeknek
vagy Boole-formulaknak hivjuk.

.

Tétel

Minden Boole-fliggvény felirhaté az x4, . . ., X, Boole-valtozok, az
A, V, — logikai miiveletek és zardjelek segitségével.

.

Pl. Boole-formula:
= (x1V-x2VX5)A((—X3V X2V (X6 A X1)) A—(X5V Xg))
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Boole-formulak

Definicio

Egy Boole-formula kielégithetd, ha lehet ugy értékeket adni a
valtozoinak, hogy a figgvény értéke 1 legyen.

PL. ¢(X1 , X2) = (X1 V X2) A (—|X1 V —|X2) klelégithet6, mert ha x; = 1 és
xo = 0, akkor ®(xq, x2) = 1
De pl. (x1 A =xy) nyilvan nem kielégithetd.
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Cook—Levin-tétel

Van-e NP-teljes probléma?

Definicio

SAT probléma:
Bemenet: & Boole-formula
Kérdés: Kielégithet6-e ¢ ?

Tétel (S. A. Cook, L. Levin, 1971)
A SAT probléma NP-teljes.

Bizonyitas elég bonyolult.
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NP-teljesség

Miért j6 tudni, hogy egy probléma NP-teljes?

Ha valaki ad egy polinomialis algoritmust egy NP-teljes problémara,
akkor az megoldja a nagy sejtést.

Ha X NP-teljes és X € P, akkor P = NP.

Bizonyitéas.

X NP-telies = minden L € NP-re van L < X redukcio.

Karp-redukcié 1. tulajdonsag — Ha X € P, akkor L € P is teljesiil.
Vagyis NP C P. Mivel tudjuk azt is, hogy P C NP — P = NP. O
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Tovabbi NP-teljes feladatok

Ha az X probléma NP-teljes, Y € NP és X < Y, akkor Y is NP-teljes.

Bizonyitéas.

Lattuk, hogy a Karp-redukcio tranzitiv.

Ha X < Y — Z < X teljesil minden Z € NP problémara.

tranzitiviths — Z < Y teljesll minden Z € NP problémara.

—> Y € NP-nehéz.

Mivel Y € NPis = Y < NP-teljes. O

Nem kell mar minden NP-beli problémat az Y-ra redukalni; elég ezt
megtenni egyetlen NP-teljes X problémaval.
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A 3SziN probléma

A 3SziN probléma NP-teljes.

Bizonyitéas.
Mar lattuk, hogy € NP, belathatd, hogy SAT < 3SziN.
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Maximalis méretl flggetlen ponthalmaz grafokban

MAXFTLEN
Bemenet: G gréf, k € Z™.
Kérdés: Van-e G-nek k elem( fliggetlen csucshalmaza?

A MAXFTLN probléma NP-teljes.

Bizonyités.

MAXFTLEN € NP: tanu egy k-elemii S C V(G) fuggetlen
cstcshalmaz. /
Megadunk egy 3sziN < MAXFTLEN Karp-redukciot: G — (G, k')

G € 3sziN & (G, k') € MAXFTLEN
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Bizonyités.

G’ megadasa: Vegyiik G harom masolatat (G(V), G®, G®)), minden
csucs harom példanyat 6sszekotjik.

V(G| =3|V(G)| és
|E(G)| =3|V(G)| + 3|E(G)],
legyen k' = |V(G)|.

el G2 G®»)
Ha G szinezhet6 3 szinnel — G'is —
a piros pontok halmaza G'-ben fliggetlen és |V(G)| van belélik. /
Ha G'-ben van |V(G)| figgetlen, akkor legyen S egy ilyen ponthalmaz
G'-ben.
— Minden G-beli x pontnak pontosan 1 példanyat tartalmazza S.
— Az x pont legyen sarga / piros / z6ld, ha ez a példany G("-ben /
G®-ben / G®)-ban van. — ez j6 szinezés G-ben. ./ O
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Maximalis méretl klikk

MAXKLIKK
Bemenet: Ggréf, k € Z™.
Kérdés: Van-e G-ben k pontu teljes részgraf (k-klikk)?

A MAXKLIKK probléma NP-teljes.

Bizonyitas.

MAXKLIKK € NP: tant egy k-elemi S C V(G) teljes részgraf. ./
Megadunk egy MAXFTLEN < MAXKLIKK Karp-redukciot:
f(G, k) = (G, k) (fuggetlen ponthalmaz a komplementerben teljes

graf). / O
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Hamilton-kér probléma

H Bemenet: G graf
Kérdés: Van-e G-ben Hamilton-kor?

A H probléma NP-teljes.

Bizonyités.

Mar lattuk, hogy H € NP. /
Belathato, hogy SAT < H. (bonyolult)

H-UT Bemenet: G gréf
Kérdés: Van-e G-ben Hamilton-ut?
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Hamilton-ut probléma

Az H-UT probléma NP-teljes.

Bizonyitéas.

H-UT € NP, mert egy Hamilton-Ut tant. /
Belatjuk, hogy H < H-UT.

G f(G
=

G-ben akkor és csak akkor van Hamilton-kér, ha f(G)-ben van

Hamilton-(t. O
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A Hatizsak feladat

Hatizsak feladat:
Adottak targyak sq,..., sy > 0 sUlyai, ezek vy,..., vy > 0 értékei,
valamint a b megengedett maximalis 6sszsuly.
TegyUk fel, hogy az s;, v;, b szamok egészek.
A feladat az, hogy talaljunk egy olyan / C {1, .., m} részhalmazt,
melyre > ;.,s; < b, és ugyanakkor ) ;, v; a lehetd legnagyobb.
—
HAT Bemenet: S1,...,8m; Vy ..., Vm; b; k.
Kérdes: Van-eolyan / C {1,...,m} melyre ), s; < b
€s > jes Vi > K?

HAT € NP I

Vegylk azt a specialis esetet, amikor s; = v; és b = k. —
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A Részhalmaz 6sszeg probléma

RH Bemenet: (sq,...,Sm; b).

Kérdés: Van-e olyan / C {1,...,m} melyre > ;. s; = b?
Az RH probléma NP-teljes.

Bizonyités.

RH e NP. /
Belathatd, hogy SAT < RH.

Specidlis eset: Particio feladat: ahol b=} 3" s;.

PARTICIO
Bemenet: (s1,...,5m).
Kérdés: Van-e olyan I C {1,..., m} melyre

;
DiciSi= 3 2 imq Si?
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A Particio probléma

A PARTICIO probléma NP-teljes.

Bizonyitéas.

PARTICIO € NP. /

Belatjuk, hogy RH < PARTICIO, pedig RH altalanosabb!
Vegylk az RH egy x = (sq,. .., Sm; b) inputjat.

— Feltehetd, hogy b < s=>"".s;.
f(x)=(s1,....,8m,s+1—b,b+1).

A szamok 6sszege 2s + 2, az utolsd két szam nem lehet egy particié
ugyanazon osztalyaban, mert az 6sszeguk tul nagy: s +2 > %(23 +2).

RH-nak megoldasa az R C {si, ..., Sm} Szamhalmaz< a megoldashoz
vegyuk hozza (s + 1 — b)-t < PARTIiCIO-nak megoldasa az
RU{s+ 1 — b} szdmhalmaz. O
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