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Hamilton-ut probléma

Az H-UT probléma NP-teljes.

Bizonyitéas.

H-UT € NP, mert egy Hamilton-ut tant. /
Belatjuk, hogy H < H-UT.

G f(G
=

G-ben akkor és csak akkor van Hamilton-kér, ha f(G)-ben van

Hamilton-(t. O
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Maximalis méretl flggetlen ponthalmaz grafokban

MAXFTLEN
Bemenet: G gréf, k € Z™.
Kérdés: Van-e G-nek k elem( fliggetlen csucshalmaza?

A MAXFTLN probléma NP-teljes.

Bizonyités.

MAXFTLEN € NP: tanu egy k-elemii S C V(G) fuggetlen
cstcshalmaz. /
Megadunk egy 3sziN < MAXFTLEN Karp-redukciot: G — (G, k')

G € 3sziN & (G, k') € MAXFTLEN
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Bizonyités.

G’ megadasa: Vegyiik G harom masolatat (G(V), G®, G®)), minden
csucs harom példanyat 6sszekotjik.

V(G| =3|V(G)| és
|E(G)| =3|V(G)| + 3|E(G)I,
legyen k' = |V(G)|.

el G2 G®»)
Ha G szinezhet6 3 szinnel — G'is —
a piros pontok halmaza G'-ben flggetlen és |V(G)| van belélik. /
Ha G'-ben van |V(G)| figgetlen, akkor legyen S egy ilyen ponthalmaz
G'-ben.
— Minden G-beli x pontnak pontosan 1 példanyat tartalmazza S.
— Az x pont legyen sarga / piros / z6ld, ha ez a példany G("-ben /
G®-ben / G®)-ban van. = ez j6 szinezés G-ben. ./ O
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Boole fliggvények normal formai

Konjunktiv normal forma (CNF):
(X1 VX2V X3)A(X3V Xg VX7V X18)A(XgV X100V X13) A ...
Diszjunktiv normal forma (DNF):
(X1 A X2 A X3) V(X3 A Xg A X7 AX18) V (Xg A X10 A X13) V . ..

Minden Boole-formulanak létezik konjunktiv és diszjunktiv normal
formaja is.

CNF-SAT és DNF-SAT problémak:
az input CNF illetve DNF formaban van megadva
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Boole figgvények normal formai

DNF-SATe P.

Bizonyitas.

Ha egy kléz kielégithetd, akkor az egész fliggvény kielégithetd.

Egy kl6z akkor és csak akkor kielégithetd, ha nincs benne egyszerre x;
és Xx; literal. Polinom id6ben ellenérizhetd, hogy van-e olyan kl6z,
amiben nincs ilyen valtozé. O

Tétel (S. A. Cook, L. Levin, 1971)

A CNF-SAT probléma NP-teljes.

Egy CNF fliggvény DNF-je lehet exponencialis méreti is.
Pl: (X1 Vy1) A2V y2) A (Xn V ¥n) =
V(A ANZ N NZRNZYNZE N NZPA) -V
ahol z; = x; vagy X, illetve z = y; vagy y; az 6sszes lehetséges
kombinacidban.
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3SAT

k-konjunktiv normal forma: ha ¢ = ¢4 A -+ - A ¢, akkor minden ¢;-ben
legfeljebb k literal szerepel. Pl.: 4SAT:

(71 V XoV Xz V X4) A (X4 V X7 \/718) A (Xg V X10 \/?13).

Definicio

Jelblje kSAT a kielégitheté k-CNF-ekbdl &llé nyelvet.

kSAT € NP < tanu egy kielégités

1SAT € P, 2SAT € P.
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3SAT

3SAT NP-teljes.

Bizonyitéas.

Belatjuk, hogy CNF-SAT < 3SAT.

Tetszbleges ¢ formulahoz kell adni egy -t ami 3SCNF, és akkor és
csak akkor kielégithetd, amikor ¢, valamint polinom idében
szamolhato.

(X1VXoV- - VX 1VXp)=(X1 VX2V VXp2VZ)A(ZV Xp_1V Xp)
ahol z egy Uj valtozé.

igy eggyel csdkkent a legnagyobb kl6z mérete, az 6sszméret pedig
2-vel nott.

Ezt tébbszoér ismételve minden kléz méretét 3-ra csdkkentjik, k6zben
az dsszméret kevesebb, mint 3-szorosara nd. O
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A Hatizsak feladat

Hatizsak feladat:
Adottak targyak sq,...,sm > 0 sulyai, ezek vy,..., vy > 0 értékei,
valamint a b megengedett maximalis 6sszsuly.
TegyUk fel, hogy az s;, v;, b szamok egészek.
A feladat az, hogy talaljunk egy olyan / C {1, .., m} részhalmazt,
melyre > ;.,s; < b, és ugyanakkor ) ;, v; a lehetd legnagyobb.
—
HAT Bemenet: S1,...,8m; Vy ..., Vm; b; k.
Kérdes: Van-eolyan / C {1,...,m} melyre } ;. s; < b
s > jes Vi > K?

HAT € NP I

Vegylk azt a specialis esetet, amikor s; = v; és b = k. —
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A Részhalmaz 6sszeg probléma

RH Bemenet: (sq,...,Sm; b).

Kérdés: Van-e olyan / C {1,...,m} melyre > ;. s; = b?
Az RH probléma NP-teljes.

Bizonyités.

RH e NP. /
Belathatd, hogy SAT < RH.

Specidlis eset: Particio feladat: ahol b=} 3" s;.

PARTICIO
Bemenet: (s1,...,5m).
Kérdés: Van-e olyan I C {1,..., m} melyre

;
DiciSi= 3 2 imq Si?
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A Particio probléma

A PARTICIO probléma NP-teljes.

Bizonyitéas.

PARTICIO € NP. /

Belatjuk, hogy RH < PARTICIO, pedig RH altalanosabb!
Vegylk az RH egy x = (sq,. .., Sm; b) inputjat.

— Feltehetd, hogy b < s=>".s;.
f(x)=(s1,....,8m,s+1—b,b+1).

A szamok 6sszege 2s + 2, az utolsd két szam nem lehet egy particié
ugyanazon osztalyaban, mert az 6sszeguk tul nagy: s +2 > %(23 +2).

RH-nak megoldasa az R C {si, ..., Sm} Szamhalmaz< a megoldashoz
vegyuk hozza (s + 1 — b)-t & PARTIiCIO-nak megoldasa az
RU{s+ 1 — b} szdmhalmaz. O
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A Linearis Programozas probléma

Egy cégnél alkalmaznak x junior programozét és y szenior

programozot.
x és y nem feltétlen egész, lehetnek részmunkaidés alkalmazottak is.

A junior havi bére 1 millié Ft, a szenioré 1.5 millié. A cég havi
bérkerete 20 millio.

A junior heti 5 6rat konzultal a csoportvezetével, a szenior heti 2 6rat.
A csoportvezetd heti 40 érat dolgozik.

A junior havi 0.3 millié, a szenior 0.6 millié Ft profitot termel.

Hany junior illetve szenior programozét érdemes alkalmazni a profit
maximalizalasahoz?
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A Linearis Programozas probléma

X+ 1.5y <20 bérek
5x +2y <40 konzultacio
x>0
y>0
max 0.3x + 0.6y profit
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A Linearis Programozas probléma
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https://www.desmos.com/calculator/11vtzsx3vh

A Linearis Programozas probléma

LP
Bemenet: Az xq, X2, ..., Xy valtozékat tartalmazé linea-
ris egyenlétlenségek.
Kérdés: Vannak-e olyan xi, Xo, . .., X;m Szamok, amelyek

kielégitik az 6sszes egyenlbtlenséget?
Optimalizacios véltozat: Mekkora max(cixy + ...+ CmXm), ha
X1, Xo, . .., Xm kielégiti az egyenlétlenségeket?
Ezt célfiggvénynek hivjuk.

=1 y<az+ll
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A Linearis Programozas probléma

A Linearis Programozas probléma P-ben van.

Legjobb algoritmus (Karmarkar): v3e, ahol v a valtozok szama, e az
egyenletek ,6sszmérete”.
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Az Egészértékl Linearis Programozas probléma
IP
Bemenet: Az xq, X2, ..., Xy valtozékat tartalmazé linea-
ris egyenlétlenségek.
Kérdés: Vannak-e olyan xq, Xo, . . ., Xm €gészek, amelyek
kielégitik az 6sszes egyenlbtlenséget?
Optimalizacios valtozat: Mekkora max(cix1 + ... + CmXm), ha
X1, Xo, . . . Xm Kielégiti az egyenldtlenségeket és mindegyik egész?

Yyp © © © o e o o o o o o
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Az Egészértekl Linedaris Programozas probléma

Az IP probléma NP-teljes.

Bizonyitéas.

IP € NP: tand egy megoldas, (bar nehéz belatni, hogy a megoldas
polinom méretll!) /

Belatjuk, hogy CNF-SAT < IP

(X1 VX2V X5) A (X2 VX3V Xg)A(X2 VX3V X5V Xg) =

X1+ (1—x2)+ x5 > 1
X2—|-(1—X3)—|—X621
(1—X2)+X3+X5+(1—X5)Z1
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Tétel

A G graf kromatikus szamanak meghatarozasat felirhatjuk IP
problémaként.

Bizonyitas.

Legyen V(G) = {v1,...,Vn}

Valtozok: Vi, j € [1..n]-re x; legyen 1, ha v; szine j

Vi € [1..n]-re w;, legyen 1, ha van j szin( pont

Célfiggveny: min; > - wj (= max; > —Ww;)

Egyenlbtlenségek:

Vi,j€[1..n]-re 0 < x; < 1;0 < w; < 1, azaz minden valtoz6 érteke

csak 0 vagy 1 lehet

Vie[1.n-re1 <3 i x; < 1azaz minden cslcsnak pont egy szine van

V{u,v} € E(G)-re és Vj € [1..n]-re x,; + x,; < 1, azaz egy él ket

végpontja nem lehet j szinl

Vi,j € [1..n]-re x; < w;, azaz ha valamelyik pont szine j, akkor van j

szin( pont

Az IP probléma megoldasa megfelel egy minimdlis szamu szint

hasznal6 szinezésnek. Ol
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