Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok
2007. mércius 29.

1. Egy dominokészlet minden domindjanak két felén két kiilonbozs, 1 és n kozotti egész szam all
(ahol n > 1 egész). Tudjuk, hogy barhogyan valasztunk két kiilonb6z6 1 és n kozotti egészt, pontosan
egy olyan dominé van a készletben, aminek két felén épp a két kivalasztott szam all. A feladatunk
az, hogy a készlet 0sszes dominojat elhelyezziik egyetlen korben tgy, hogy az egymas mellé keriils
dominofeleken azonos szam alljon (lasd az abrat). Hatarozzuk meg, hogy mely n-ek esetén létezik
ilyen elhelyezés!
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2. A G graf cstcsai legyenek egy (8 x 8-as) sakktabla mez6i. Két kiilonb6z6 cstics akkor legyen
szomszédos G-ben, ha a megfelel6 mezGk egy futoval egy 1épésben elérhetGk egymasbol. Hatarozzuk
meg G kromatikus szamat! (A sakkban a futo csak atlosan mozoghat, de egy lépésben egy kivalasztott
+45°-0s egyenes mentén tetszélegesen sok mezst léphet.)

4. A G egyszeri grafban a legnagyobb fokszam
legyen A. Készitsiik el a G’ grafot a kovetke-
z6képpen: G’-be vegyiik fel G minden csiicsat
és élét, tovabba G minden v cstcsa esetén ve-
gyiink fel egy 0j v csucsot, amelyet kossiink
ossze v-vel; végill G minden {u, v} élére G'-ben
a megfelel6 u' és v' csicsokat is kossiik Ossze.
Mutassuk meg, hogy a kapott G’ graf élkroma-
tikus szama y.(G') = A + 1.

3. Dontsiik el, hogy perfekt-e az alabbi graf!

5. Bontsuk emeletekre a PERT diagram iranyi-
tott grafjat, majd hatarozzuk meg a feladat el-
végzéséhez sziikséges minimalis id6t és a kriti-

6. Adjunk meg az alabbi halozatban egy mini-
malis ST-vagést (és bizonyitsuk be rola, hogy
minimalis)!

kus részfeladatokat! F @ G
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7. A 2n cstucsu G egyszeri graftban a nemszomszédos u és v csticsok foka n — 1, az 6sszes t&bbi csics
foka legalabb n (ahol n > 1 egész). Mutassuk meg, hogy G-ben van teljes parositas!

8. Legyen G egy 100 csucsu graf és z,y € V(G) kiilonboz6 cstcsok. Tudjuk, hogy barhogyan va-
lasztjuk G-ben az u,v € V(G) csicsokat ugy, hogy azok z-t6l és y-t6l kiilonbozzenek, G-ben van
olyan ut, amely x-b6l y-ba vezet és nem tartalmazza sem u-t, sem v-t. Mutassuk meg, hogy ekkor
x-b6l y-ba vezet olyan 1t, amelynek hossza (éleinek szama) legfoljebb 33.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gyakor-
latvezets neve.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kozben
szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok
2007. aprilis 26.

1. Egy 30 {6s tarsasidgban mindenki legaldbb 20 embert ismer a tobbiek koziil
(az ismeretségek kolesonosek). Tudjuk, hogy barhogyan vilasztunk ki a térsasag
tagjai koziil 4 embert, koziiliik kivalaszthatoé 2 olyan, akik nem ismerik egymast.
A tarsasag harom tagja Bakacs ar, Szakacs ar és Takécs ur. Bakics ar nem ismeri
sem Szakacs urat, sem Takacs urat. Ismeri-e egymast Szakacs ar és Takacs ar?

2. Hatarozzuk meg az Osszes olyan pozitiv egészt, amelyekre teljesiil, hogy a
(pozitiv) osztoik széma 8 és a (pozitiv) osztoik Osszege paratlan szam!

3. Valamely n egészre teljesiil, hogy 18n és n + 1 ugyanazt a maradékot adjak
202-vel osztva. Mi lehet ez a kozos maradék?

4. Legyen n = 200704261601. Hatarozzuk meg n" utols6 harom szamjegyét!

5. Milyen maradékot ad a 36 legkisebb 23-mal oszthato pozitiv egész szam szor-
zata 37-tel oszva?

6. Legyen H =R\ {0} a nullatol kiilonbézs valos szdmok halmaza. Ertelmezziik
H-n a * miveletet a kovetkezéképpen:

Qs h— a-b, haa>0,
“la:b, haa<0.

(Itt - és : a valos szamok hagyomanyos szorzasat és osztasat jelolik. Igy példaul
2% 3 =6 6s (—4) x5 = —1.) Csoportot alkot-e H a * miiveletre nézve?

7. Legyen (G,-) egy tetszGleges csoport. Tegyiik fel, hogy a csoport valamely
harom a,b,c € G elemérea-b=c, b-c=a és c-a = b teljesiil. Hatarozzuk meg
az a - ¢ - b szorzat értékeét!

8. Van-e a D;5 diédercsoportnak

a) 8 elemi részcsoportja;

b) 10 elemi részcsoportja?

A dolgozatra kérjiik jol olvashatéan felirni a kdvetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti
gyakorlatvezets neve.
A feladatok megoldéasat indokolni kell, puszta eredménykdzlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa

kozben szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Pétzarthelyi feladatok — 2007. aprilis 16.

1. Egy 2k cstcsu G egyszerd grafban minden pont foka & — 1 (ahol & > 1 egész).
Bizonyitsuk be, hogy G-hez hozza lehet venni k darab 1 élet tgy, hogy a kapott graf
tartalmazzon Hamilton-kort!

2. A G egyszerd graf kromatikus szdma 3. Dontsiik el, hogy az alabbi graf
X(G) = 2007. Keészitsiik el a G’ grafot intervallumgraf-e!

a kovetkezoképpen: G'-be vegyiik fel G

minden cstcsat és élét, tovabba G min-

den v cstcsa esetén vegyiink fel egy 1j v’

csucsot, amelyet kosstink Ossze v-vel; vé-

giil G minden {u,v} élére G'-ben a meg-

felel6 u' és v cstucsokat is kossiik Ossze.

Hatarozzuk meg a kapott G’ graf x(G')

kromatikus szamat!

4. A G graf csucshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,100}. Az x,y € V(G) cstcsok
akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha |x — y| = 1 vagy |xr — y| = 50. Hatarozzuk
meg a G graf x.(G) élkromatikus szamat!

5. Bontsuk emeletekre a PERT diagram 6. Adjunk meg az aldbbi halozatban egy

iranyitott grafjat, majd hatarozzuk meg minimadlis ST-vagéast (és bizonyitsuk be
a feladat elvégzéséhez sziikséges minima- rola, hogy minimalis)!
lis id6t és a kritikus részfeladatokat! F
)
C v T
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7. Legyen G egy 100 cstcsu egyszeri graf és legyen X C V(G) egy 52 csucsbol allo
fiiggetlen csicshalmaz G-ben. Legyen u,v,w € X harom tetszGleges X-beli cstcs.
Adjuk hozza G-hez az {u,v}, az {u,w} és a {v,w} éleket. Van-e a kapott grafban
teljes parositas?

8. Bizonyitsuk be, hogy barmely & > 1 esetén minden k-szorosan élosszefiiges gratban
megadhato k — 1 darab kor dgy, hogy a korok koziil barmelyik kettének legtoljebb egy
k6z0s éle van!

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gyakor-
latvezets neve. A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat
megirasa kozben szamologép (vagy més segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Pétzarthelyi feladatok
2007. majus 10.

1. 16 kisvaros focicsapata kormérkézéses bajnoksagot jatszik. A bajnoksag egyelére ott
tart, hogy minden csapat legfoljebb 3 csapattal jatszott a tébbiek koziil (és semelyik
két csapat nem jatszott egymassal egynél tobb meccset). Tudjuk tovabba, hogy bér-
hogyan valasztunk ki 5 csapatot, koziiliik kivalaszthato 2 olyan, akik méar jatszottak
egymassal. A bajnoksagban részt vesz Aladarhaza, BenShaza és Csongorhaza csapata.
Aladarhaza mar jatszott BenShazéaval, de még nem jatszott Csongorhézaval. Jatszott-e
mar egyméssal BenShaza és Csongorhéaza?

2. Mutassuk meg, hogy tetszbleges a, b, ¢ és d egész szamokra,
(a+b,c+d) | a”c + pPa'"
teljesiil, (ahol a gombolytd zarojel a legnagyobb kozos osztot jeloli).

3. Valamely n pozitiv egészre teljesiil, hogy 18n + 2 és n 4 13 utolso két szamjegye
megegyezik. Mi ez a két szamjegy?

4. Bizonyitsuk be, hogy 38 + 2 oszthato 77-tell

5. Tekintsiik azt a szamtani sorozatot, amelynek els tagja 30, differencidja 59. (A
sorozat tagjai tehat: 30,89, 148, ...) Milyen maradékot ad a sorozat elsg 28 tagjanak
szorzata 29-cel osztva?

6. Legyen H = {(a,b) : a,b € Z} a sik azon pontjainak halmaza, amelyeknek mindkeét
koordinataja egész. Ertelmezziik H-n a * miiveletet a kovetkezéképpen:
[ (a+c¢,b+d), haa+bparos,
(a,b) x (¢, d) = { (a+d,b+c), haa+ b paratlan.
(Igy példaul (1,3) * (4,5) = (5,8) és (4,5) = (1,3) = (7,6).) Csoportot alkot-e H a *

miveletre nézve?

7. Legyen (G,-) egy tetsz6leges csoport. Tegyiik fel, hogy a csoport valamely két
a,b € G elemére a-b-a=>bésb-a-b=a teljesiil. Mutassuk meg, hogy o(a) < 4
(ahol o(a) az a elem rendjét jeloli).

8. Dontsiik el, hogy igazak-e az alabbi allitasok!

a) A Dogo7 diédercsoport minden paratlan elemszamu részcsoportja Abel-csoport.

b) A Dsyyo7 diédercsoport minden olyan részcsoportja, amely Abel-csoport, paratlan
elemszamu.

A dolgozatra kérjiik jol olvashatoan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, Neptun szerinti gyakor-
latvezetd neve.

A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A dolgozat megirasa kozben
szamologép (vagy mas segédeszkoz) nem hasznalhato.



Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
GyakIV feladatok
2007. majus 25.

1. A G graf csicsai legyenek egy (8 x 8-as) sakktébla mezdi. Két kiilonbo6z6 cstcs akkor
legyen szomszédos G-ben, ha a megfelel6 mezdket egy kiraly legfoljebb két 1épésben el
tudja érni egymasbol. Hatarozzuk meg G kromatikus szamat! (A sakkban a kiraly egy
lépésben barmely mez6rol egy azzal akar élszomszédos, akar csicsszomszédos mezGre
léphet. )

2. Bontsuk emeletekre a PERT diagram irdnyitott grafjat, majd hatarozzuk meg a

feladat elvégzéséhez sziikséges minimalis id6t és a kritikus részfeladatokat!
A 7 B o C

3. A G graf csicshalmaza legyen V(G) = {1,2,...,2007}. Az z,y € V(G), z < y
cstcsok akkor legyenek szomszédosak G-ben, ha y — 2 = 1 (mod 10). Hatarozzuk
meg v(G), vagyis a G-beli fiiggetlen élek maximalis szaménak értékét!

4. Legyen G egy 2k-szorosan Osszefiiggd graf és legyenek vy, ve, ..., vor paronként
kiilonb6z6 cstucsok G-ben (valamely k > 2 egész esetén). Bizonyitsuk be, hogy G-ben
van olyan kor, amely tartalmazza a vy, v, ..., v, cstcsokat, de nem tartalmazza a
Vki1, Vkt2, - . ., Ugg CSUCSOKat!

5. Legyen G egy 21 cstcst, 110 éld egyszert graf. Bizonyitsuk be, hogy ha G-ben van
Hamilton-kor, akkor G tartalmaz 3 ponta kort is!

6. Egy n paratlan egész szdm 40-szerese 12 maradékot ad 342-vel osztva. Milyen
maradékot ad n 342-vel osztva?

7. Milyen maradékot ad 100! 103-mal osztva?

8. A H halmaz alljon a siknak azokbdl a pontjaibol, amelyeknek a masodik koordi-
nitdja nem 0. (Képletben: H = {(a,b) : a,b € R,b # 0}.) Ertelmezziik H-n a *
miveletet a kovetkezGképpen:

(a,b) * (¢c,d) = (a+b-c,b-d)

(ahol + és - a valos szamok szokdsos Osszeaddsat és szorzasat jeloli. Igy példaul
(2,3) % (4,5) = (14, 15).) Dontsiik el, hogy H csoportot alkot-e *-ra nézve!

A dolgozatra kérjiikk jol olvashatéan felirni a kovetkezd adatokat: név, Neptun-kod, a targy
neve (BSz 2). A feladatok megoldasat indokolni kell, puszta eredménykozlésért nem jar pont. A
dolgozat megirasa kozben szamologép (vagy méas segédeszkéz) nem hasznalhato.



