Végtelen szamossagok*

2003. december 19.

1. Szamossagok egyenlGsége, 0sszehasonlitasa

Egy A és egy B halmazrol akkor mondjuk, hogy egyenld szdmossdgiak, ha 1é-
tezik olyan f : A — B fliggvény, mely elemeik k6zott kélcsondsen egyértelmi
megfeleltetést létesit. Jelolése: |A| = |B|.

Akkor mondjuk, hogy az A halmaz szdmossiga legaldbb akkora, mint a B
halmazé (jelolése |A| > | B|) ha van A-nak olyan részhalmaza, mely B-vel egyenld
SzAmossagu.

Belathato (végtelen szamossagok esetén nem trivialis), hogy ha |A| > |B| és
|A| < |BJ, akkor |A| = |B] teljesiil. Ha tehat B elemeihez egy fi fliggvény A
kiilonb6z6 elemeit rendeli (tehat |B| < |A]) és A elemeihez egy f> fliggvény B
kiilonb6z6 elemeit rendeli (tehat |A| < |B|), akkor létezik olyan fs fiiggvény is,
mely A és B elemei kozott kdlesondsen egyértelmid megfeleltetést 1étesit.

Akkor mondjuk, hogy az A halmaz szdmossiga nagyobb, mint a B halmazé
(jelolése |A| > |B|), ha |A| > |B| és |A| # | B| egyarant teljesiil.

Egy A halmaz véges (szdmossdgi), ha van olyan véges k szam, hogy A és
az {1,2,...,k} halmazok egyenl§ szamossaguak. Ilyenkor azt irhatjuk, hogy
|A| = k. Egy halmaz végtelen (szdmossdgi), ha nem véges szamossagu.

2. Megszamlalhatéan végtelen halmazok

Egy halmaz megszdmldlhatéan végtelen szdmossdgi (vagy roviden megszdmldl-
hatd), ha a természetes szdmok N = {1,2,...} halmazaval egyenl§ szdmossagu.
Ez a fentiek szerint épp azt jelenti, hogy az elemei sorbarendezhet&ek, hiszen a
sorbarendezés éppen egy kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést jelent a halmaz
elemei és N elemei k6zott (minden elemhez a ,sorszamat” rendeljiik).

A nemnegativ szamok H = {0,1,...} halmaza példaul megszamlalhato (a
|H| = | N | belatasahoz hasznaljuk az f(n) = n + 1 fiiggvényt, vagyis legyen 0
az elss elem, 1 a méasodik elem stb.).

Mint ez a példa is mutatja, a végtelen halmazok kdrében lehetséges, hogy egy
halmaz és annak egy valddi részhalmaza egyenls szamossagu legyen. A példabol
altalaban is felismerhetjiik az aldbbi &llitast:

1. allitas: Ha A megszdmldlhato és a téle diszjunkt B halmaz véges, akkor
AU B is megszdmldlhato.
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Bizonyitds: Ha A megszamlalhato, akkor elemei sorbarendezhetéek: A =
{a1,as,...}. Legyen |B| = k, legyenek B elemei by,bs,...,b;. Ekkor by, bs,
...y bg, a1,a9,... (vagyis az a felsorolas, melynek i-ik eleme b;, ha i < k, ill.
i-ik eleme a;_j, ha i > k) épp A U B elemeit adja meg. [

Ezt roviden agy mondjuk, hogy megszamlalhaté plusz véges egyenlé meg-
szamlalhaté. Ahhoz, hogy preciz jelentése legyen két szamossag Osszegének, be
kell 1atni a kovetkezdt:

2. allitas: A diszjunkt A, B halmazok egyesitésének s szimossdga csak A
és B szdmossdgdtdl figg, vagyis ha A és B helyére o velik egyenlé szdmossdgi
A’ dll. B’ halmazokat tessziik gy, hogy A’ és B’ diszjunktak, akkor utébbiak
egyesitésének a szdmossdga is s lesz.

Bizonyitds: Ha van olyan f; fiiggvény, mely A és A’ elemei kozott, és olyan
f2 fiiggvény, mely B és B’ elemei kozott teremt kolcsonosen egyértelmii megfe-
leltetést, akkor AU B és A’ U B’ kozott az az f fliggvény teszi meg ezt, melynek

definicidja:
[ fi(z), haxze A
)= {f;(x), ha z € B

O

A péros szamok halmaza is megszamlalhat6 (hasznaljuk az f(n) = 2n figg-
vényt). Ebbdl a példabdl altalaban is felismerhetjiik a kovetkezo allitast:

3. allitas: Ha véges sok (mondjuk k darab) diszjunkt A; halmazunk van és
mindegyik megszdmldlhatd, akkor A = UX_| A; is megszamldlhaté.

Bizonyitds: Az A halmaz elemeit ugy soroljuk fel, hogy el6szoér minden hal-
maz elsé elemét, azutan minden halmaz méasodik elemét stb. vessziik. Formali-
san az egyes halmazok elemeit kettGs indexszel 1atjuk el, vagyis legyen minden
P = 1, 27 ey k értékre Al = {ail, a;2,ai3, . . } Ezutan A = {bl, bQ, .. .}, ahol a
t indexd b; elemet az alabbi médon definidljuk: hat—1=ak+ (5,0< 8 < k
(vagyis legyen 3 a ¢t — 1 szam k-val valo osztasakor keletkezd maradék), akkor
bt = apg+1,a+1- O

Ezt réviden igy mondjuk, hogy végesszer megszamlalhaté egyenls megszam-
lalhaté. Ahhoz persze, hogy preciz jelentése legyen két szamossag szorzatanak,
itt is tovabbi (a 2. &llitashoz hasonlo) allitasokat kellene belatni.

Nem ennyire magatol értet6ds, de igaz a kdvetkezd is:

4. allitas: Ha megszamldlhatd sok diszjunkt A; halmazunk van és mindegyik
megszdmldlhatd, akkor az egyesitésik, vagyis a B = U2, A; halmaz is megszdm-
ldlhato.

Bizonyitds: Jeloljiik az egyes halmazok elemeit kettds indexszel

A = {1111, a12, 013,014, . - }

Ao = {az1, aze, a23,a24, ...}

Az = {as1, a32,a33,a34, ...}

majd az



aii, ai2, 21,031, a22, 413, @414, 423, 32, . . .

sorrendben (egy képzeletbeli kigy6vonal mentén, 1d. az 4dbrat) feleltessiik meg
B elemeit N elemeinek. [

a11—> a12 a13—>a14

//3
L

5. allitas: A raciondlis szdmok Q halmaza megszdmldlhato.

Ayq

Bizonyitds: Helyezziik az A; = {0,1,—1,2,—2,...} halmazba az Gsszes egész

szadmot, az Ay = {1, —1,3 —3 1} halmazba az 9sszes olyan tﬁrtet melynek a
nevezGje 2 és mar nem egyszeriisithets, az Az = {%, f%, %, fg, g, —%,...}-baaz

Osszes olyan tortet, melynek a nevezdje 3 és mar nem egyszerﬁ51theto stb Ezek
megszamlalhatéak, hisz elemeiket fel tudjuk sorolni. Igy megszamlalhaté sok
diszjunkt A; halmazhoz jutunk, melyek egyesitése épp Q, tehat alkalmazhatjuk
a 4. allitast. O

6. allitas: N dsszes véges részhalmazainak a halmaza is megszamldlhato.

Az allitasra két bizonyitast is bemutatunk.

1. bizonyitds: Helyezziik egy By, halmazba azon véges részhalmazokat, melyek
legnagyobb eleme k. Minden k-ra By véges. Ezek utan N Osszes véges részhal-
mazat fel tudjuk sorolni ugy, hogy el6szér B, majd Bs, majd Bs, stb. elemeit
soroljuk fel (az egyes B;-ken beliil tetszdleges sorrendben. [J

2. bizonyitds: Rendeljitk az N valamely H = {hq, ha, ..., h:} véges részhal-
mazéhoz (ahol az elemeket nvekvs sorrendben soroltuk fel) a 271 . 3hz. . p, /e
egész szdmot, ahol p; jeloli az i-edik primszamot. A primtényezikre bontas egyér-
telmiisége miatt igy kiilonb6z6 részhalmazokhoz kiilénb6z6 egész szamokat ren-
deltiink, tehét a vizsgalt halmaz szamossaga legfeljebb megszamlalhaté. Kisebb
viszont nem lehet, hisz az N halmaznak méar egyelemii részhalmaza is megszam-
lalhaté sok van. [J

3. Kontinuum szadmossaga halmazok

Az eddig latott Gsszes végtelen halmaz megszamlalhaté volt. Természetes kérdés,
hogy van-e olyan végtelen halmaz, melynek a szdmossiga nagyobb ennél.

7. allitas: A (0,1) intervallumba tartozo ésszes valds szam H halmaza meg-
szamldlhatondl nagyobb szamossdgi.

Bizonyitds: Ez a |H| szamossig legalabb megszémlé.lhat(’) (hisz H tartal-
mazza példaul a nyilvanvaléan megszamlalhato {2, 3 i, ...} részhalmazt). In-
direkt tegyiik fel, hogy H megszamlalhato, vagyis elemeit valamilyen (v1,va,...)



sorrendbe rendezhetjiik. Minden ilyen v; egy 0 és 1 k6zotti valds szam, felirhato
tehat végtelen tizedestdrtként 0, v;1v;20;3 . . . alakban!. Az indirekt feltevés sze-
rint tehat a

0,vi1vi2v13 - - *
0, V21U22V23 . . .

0,v31V32033 . . .

sorozat H minden elemét tartalmazna. A tablazat ,atloja” mentén végighaladva
készitsiink egy olyan w valds szdmot, melynek w = 0, wjwows ... tizedestort
alakjahoz ugy jutunk, hogy ha v;; = 1 volt, akkor legyen w; = 2, ha pedig
v;; # 1 volt, akkor legyen w; = 1. Ez a w szam biztos nem szerepelhetett a fenti
tablazatban, hisz barmely j-re elmondhaté, hogy a v; szam j-edik tizedesjegye
kiilonbozik a w szam j-edik tizedesjegyétdl. Mivel igy nem minden 0 és 1 kozotti
valds szam szerepel a felsorolasban, ellentmondéshoz jutunk, tehat | H | nem lehet
megszamlalhato. [

Ennek a (G. Cantor-tol szarmazoé) an. dtlés mddszernek a segitségével azon-
nal adodik, hogy a valés szamok R halmazanak a szdmossiga megszamlalha-
tonal nagyobb, hiszen R tartalmazza a (0, 1) intervallumot. Ezt a szdmossagot
kontinuum szdmossdagnak (vagy roviden kontinuumnak) hivjuk.

8. allitas: Legyen A egy véges vagy megszdmldlhatdan végtelen halmaz, B
pedig egy tdle diszjunkt, kontinuum szdmossdgi halmaz. Ekkor |AU B| = |B|.

Bizonyitds: Legyen By a B-nek egy megszamlalhatéan végtelen részhalmaza
(ilyen nyilvan létezik, hisz ha tetsz6legesen kivalasztjuk B egyik elemét, majd
a maradékbol egy méasodikat stb., akkor véges sok 1épés alatt B nem fogyhat
el). Alljon a B, halmaz B azon elemeibél, melyek nincsenek Bj-ben. Az 1. és
3. allitasok alapjan tudjuk, hogy |A U B1| = |Bi|, tehat létezik egy f fliggvény,
mely AU B elemeit kolcsonosen egyértelmiien Bi-re képezi. Ekkor az

| f(x), haze AUB
fol) = {:c, ha z € By '

fliggvény A U B elemeit fogja kdlcsonosen egyértelmien B-re képezni. [

Vegyiik észre, hogy a bizonyitasban csak azt hasznaltuk ki, hogy B-nek van
megszamlalhato részhalmaza, tehat a 8. allitas tetsz6leges (A-t6l diszjunkt, leg-
alabb megszamlalhatoan végtelen) B halmazra érvényes. Mivel a masik irany
nyilvanvalé, kimondhatjuk, hogy egy halmaz akkor és csak akkor végtelen, ha
van olyan valddi részhalmaza, mellyel azonos szdmossdgii.

9. allitas: Kontinuum szdmossdgu
(1) a 7. dllitdasban szereplé H halmaz (ill. dltaldban barmely egynél tobb szdmot
tartalmazo intervallum), valamint
(2) a sik (ill. dltaléban bdrmely véges n szdmra az n-dimenzids valds tér) pont-
jainak halmaza (igy specidlisan a komplex szdmok C halmaza is, hisz annak
elemei az ismert mdodon megfeleltethetdek a sik pontjainak).

1Ez az felirds nem egyértelmii, pl. 0,5000 = 0,4999. .. . Az egyértelmiiség végett zarjuk ki
azt a felirasi modot, ahol egy id6 utan csupa kilences kévetkezik.



Bizonyitds: (1) Legyen H’

w(x—a) oz

(a,b) egy nyilt intervallum, ahol a < b. En-

nek elemeit az v — —— fliggvény kolcsondsen egyértelmitien atviszi a
(—m/2,7/2) intervallumba, amelyet pedig az y — arc tg y fiiggvény kolcsondsen
egyértelmtien atvisz az R-be. Igy belattuk, hogy R és (a,b) szdmossaga ugyan-
akkora. Ha az intervallum egyik vagy mindkét végpontjat is hozza kell venniink
H'-hoz, akkor a 8. allitast alkalmazzuk.

(2) Legyenek az n-dimenzios tér pontjai (xi1,zs,...,x,) alakban adottak.
A bizonyitds (1) pontjaban latott médszer alkalmazasaval el6szor kolcsonosen
egyértelmi megfeleltetést 1étesitiink a tér és azon része kozott, ahol minden
x; koordinata a (0, 1) intervallumba esik, majd a 7. allitas bizonyitasanak 1ab-
jegyzetében szerepl6 megjegyzés szerint tegyiik egyértelmiivé ezen valos szamok
felirasat. Ezutan a k darab valds szamot fésiiljiik 6ssze egyetlen valds szamma,
ahhoz hasonléan, ahogy a 3. allit4ds bizonyitasdban egyesitettiink & darab meg-
szamlalhaté sorozatot. Ezzel még csak azt lattuk be, hogy a tér pontjainak
halmaza legfeljebb kontinuum szamossigu, de a > irdny nyilvanval6. O

[

Vegyiik észre, hogy ha v véges, m megszamlalhaté és k kontinuum szamossag,
akkor Osszegiikre, ill. szorzatukra a v+ m =m+m =m, v+ k=m+k =
k+k =k, vm =mm = m és vk = mk = kk = k egyenl6ségek teljesiilnek; mind
az Osszeadés, mind a szorzas egyszerlien a maximum képzése.

4. Halmazok hatvanyhalmazai

Egy H halmaz Osszes részhalmazanak halmazat H hatvdnyhalmazdnak nevez-
ziik. Példaul {a,b} hatvanyhalmaza az {0, {a}, {b},{a,b}}. Vegyiik észre, hogy
ha |H| = v véges, akkor hatvanyhalmaza 2" elemi. Ez indokolja, hogy H hat-
vanyhalmazét 2-val jeloljiik.

10. allitas: Végtelen halmazok esetén is teljesil a |H| < |2 | reldcid.

Bizonyitds: A |H| < |2H| 4llit4as nyilvanval6, mivel minden a € H esetén
{a} € 28, vagyis az a — {a} kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés H elemei és
H egyelemd részhalmazai kozott. Indirekt tegyiik fel, hogy léteznék olyan f :
H — 2% fiiggvény, mely a két halmaz kozdtt kolesondsen egyértelm leképezést
teremt.

H elemeit két csoportba fogjuk osztani. Nevezziink egy x € H elemet piros-
nak, ha z € f(x) teljesiil (vagyis = piros, ha benne van az f szerinti képében,
ami H-nak egy részhalmaza), és kéknek, ha = ¢ f(z). (Gondoljuk végig, hogy
pl. az f~1(0) elem biztos kék és az f~'(H) elem biztos piros.) Jellje P és K
az 0sszes piros, ill. kék elem halmazét.

Mivel K C H, ezért K € 21 tehat létezik egy k = f~1(K) elem H-ban.
Ez nem lehet piros (mert akkor k& € f(k) = K miatt K tartalmazna egy piros
elemet is), de kék sem lehet, hisz akkor k ¢ f(k) = K miatt pirosnak definialtuk
volna. A kapott ellentmondés bizonyitja allitasunkat. [

E tételbdl azonnal kévetkezik, hogy nincs ,legnagyobb” szamossag, hisz bar-
mely szamossagt H halmazhoz létezik egy nala nagyobb szamossagt 27 halmaz
is.

11. allitas: Megszdmldlhato halmaz hatvdnyhalmaza épp kontinuum szdmos-
$491.



Bizonyitds: A (végtelen) tizedestortek mintdjara a kettes szamrendszerben
is definidlhat6 egy olyan irasmod, melyben pl. 0,1 vagyis 0, 10000... az %, 0,01
vagyis 0,010000... az i tortet jeloli. Gondoljuk végig, hogy pl. % = 0,010101...
vagy % = 0,001100110011.... Amely szadmokra ez az ird&sméd nem egyértelmti
(pl. 0,1000... = 0,01111...), ott tekintsiik mindkét lehetSséget.

Igy a (0,1) intervallumba tartozé valés szdmok halmazanak minden ele-
méhez hozzarendeltiink egy vagy két 0, ajas... felirast, vagyis egy vagy két darab
(a1, aa,...) 0-1 sorozatot. Az Gsszes ilyen sorozatok halmaza tehat kontinuum
szamossagl. Minden ilyen sorozat egyértelmien meghatirozza a természetes sza-
mok N halmazanak azt az X, részhalmazat, melyben j € X, akkor és csak akkor
teljesiil, ha a; = 1, és minden részhalmaz pontosan egyféle ilyen sorozatbol 4ll
elé. Ezzel belattuk, hogy a 2V szamossiga kontinuum. [

Georg Cantor alapozta meg a halmazelméletet 1874 és 1897 kozotti dolgo-
zataiban; az itt ismertetett alapfogalmak és tételek jo része téle szarmazik. O
az N jelet (kimondva: alef), a héber abécé elsé betiijét vezette be a szamossagok
jelolésére. A megszamlalhato szamossagot No-val, a rakovetkezdt Ri-gyel, majd
rekurzivan minden k esetén az Rj-ra rakovetkezst Ny 1-gyel jeldlte. A 10. Allitas
szerint tehat minden k-ra teljesiil, hogy ha X szdmosséga Ny, akkor [2%| > Ny.
(Nem foglalkozunk a ,rakovetkezs” kifejezés pontos magyarazataval.)

Ugyancsak Cantor fogalmazta meg az Un. kontinuumhipotézist, mely sze-
rint a kontinuum szamossag épp Ny (vagyis ha egy végtelen szamosség kisebb a
kontinuumnal, akkor az sziikségképp megszamlalhato)?.

Csak a huszadik szazadban deriilt ki, hogy ez a sejtés se nem igaz, se nem
hamis, hanem elddnthetetlen: Ha a halmazelmélet axiomatikus felépitése soran
a szokasos axiéméakhoz e hipotézis igazsidgat vagy hamissagat, mint tovabbi axi-
6méat hozzavessziik, akkor két olyan axiémarendszert kapunk, melyek persze
egymast kizarjak, de egyikiik sem tartalmaz ellentmondést.

2Hasonlban az dltaldnositott kontinuumhipotézis szerint tetszéleges k-ra teljesiil, hogy ha
X szamossaga Ry, akkor [2%| = Ny .



