Algoritmuselmélet - Minta 2. ZH, megoldésokkal
2024 tavasza

A munkaidé 90 perc. A VALASZOKAT INDOKOLNI KELL.
Hivatkozni csak az el6adason tanultakra lehet.

1. (a) Rajzolja fel a 3,8,4,12, 10,6, 21, 33 tombbel adott kupacot binaris fa alakban. (Itt indoklds nem
sziikséges. )
(b) Sztrja be ebbe a kupacba (a fa alakban) az 5-t, majd hajtson végre egy MINTOR-t, a megoldasa
soran latszodjanak az egyes lépései a miiveleteknek.

Megoldas:
(a)

(b) Az 5-t a 12 jobb gyerekeként illesztjiik be a faba, majd felfele mozgatjuk, felcserélve a sziilGvel
addig, amig mér a sziilGje kisebb lesz néla, azaz 12-vel és 8-cal kell cseréni, de 3-mal mar nem. Ezt
kapjuk a végén:

(3)
(5) (4
@@@@ © @
A MINTOR a 3 helyére teszi a 12-t, majd a 12-t addig cseréli fel a kisebb gyerekével, amig mar nem

lesz maganal kisebb gyereke, ebben az esetben ez akkor kovetkezik be, amikor a 12 levélbe keriil, azaz
a 4-gyel és a 6-tal kellett cserélni. Ezt kapjuk:

A pontozas vazlata

(a) Jol felrajzolt fa: 2 pont
(b) Jo helyre illeszti be az 1] elemet: 1 pont
Kideriil, hogy felfele mozgatja az elemet (akar azért, mert lerajzolja 1épésenként vagy jeloli a cseréket
vagy leirja, hogy mi torténik): 1 pont
Jo kupac a végén: 2 pont
MINTOR-nél a 12-t felviszi a gydkérbe: 1 pont
Kideriil, hogy lefele mozgatja az elemet (akar azért, mert lerajzolja lépésenként vagy jeloli a cseréket
vagy leirja, hogy mi torténik): 1 pont

Jo kupac a végén: 2 pont



2. Egy binaris kerestfa preorder bejarésa soran a fa cstcsait 3,10,4,8,7,9 sorrendben latogatjuk meg.
Rajzolja fel ezt a hat csticsi binaris keres6fat, ahol ez megtorténhetett, majd lassa be, hogy a fa csak
igy nézhet ki.

Megoldas:
Jo fa: 3 pont

A gyokérben a 3-nak kell allnia, mert a preorder bejaras a gyokeret latja elsének.

A 3-t6l balra nincsen senki, mert a binaris kereséfa tulajdonsidg miatt ott csak 3-nal kisebb szamok
lehetnek, de olyan nem szerepel. Tehat az 6sszes tobbi elem a 3-as szam jobb fijaban van és csak az
a kérdés, hogy milyen elrendezésben.

A 10,4,8,7,9 szdmok koziil a 10-et latjuk elGszor, ezért 10 van a 3-as szam jobb részfijanak a
gyokerében és mindenki mas a 10-t6l balra van, mert mindegyik szam kisebb néla.

A 4,8,7,9 szamok koziil a 4-et latjuk elGszor, ezért ez lesz a gyokérben és téle jobbra van a masik
harom, mert nagyobbak néla.

A 8,7,9 szamok koziil pedig a 8-t latjuk elGszor, ezért ez lesz a gyokérben és téle balra van a 7 és
jobbra a 9, megint csak a binaris keres6fa tulajdonsag miatt.

Az indoklasban jol hivatkozza a preorder bejarast (a szamok sorrendjében eldl allo elem lesz a gyo-

kérben): 3 pont
Az indoklasban jol hivatkozza a binaris kereséfa tulajdonsagot (a szamok melyik oldalara esnek a
gyokérnek): 4 pont

Onmagaban a preorder bejaras illetve a binéris kereséfa tulajdonsag felirasara nem jar pont, csak
arra, ha ezekbdl a feladat szempontjabol relevans kévetkeztetésekre jut a hallgato.

3. Szirja be a kovetkezs piros-fekete faba a 9-et. (A O csucs fekete, a D pedig piros. ) A megolddsban
latszodjanak melyik miveleteket végzi, de indokolni nem kell.

Megoldas: FElészor beszurjuk naiv moédon a 9-et:




3 pont

Az 5-06s cstics piros, testvére fekete, ezért atszinezni nem lehet. Mivel az 5 és 9 azon oldali gyerek,
forgatni kell, hogy az 5 feljebb keriiljon:

4 pont
Atszinezés:
3 pont
4. Egy kezdetben iires 2-3-faba az 1,2,...,n szdmokat szurtuk be ebben a sorrendben. Bizonyitsa be,

hogy a keletkezett faban a haromgyerekes csicsok szama O(logn).

Megoldas: Haromgyerekes csiics barmikor is csak agy tud keletkezni, hogy egy kétgyerekes csticsnak
keletkezik harmadik gyereke (akar a levél szinten az 0j elem beszurasaval, akar feljebb). 2 pont
A ndvekvs sorrend miatt a beszurt elem mindig az aktuélis fa legjobboldalibb eleme lesz, mert a
levelek rendezettek, ezért a legalsdé nem-levél szinten csak a jobboldali elem lehet harmadfoka.

2 pont
A fentebbi szinteken is csak a legjobboldalibb cstcs lehet haromgyerekes, mert a csicsvagéasok is
mindig a legjobboldalibb csticsnél torténnek. 3 pont
Vagyis szintenként egy haromgyerekes lehet a keletkezett faban, de szintb6l O(logn) van a legvégén.

3 pont
A fa magassaganak felirdsa csak akkor ér pontot, ha ez az érték valamilyen modon szerepet kap a
megoldas soran.

5. Lassa be, hogy az aldbbi eldontési probléma coNP-ben van:

Input: G egyszert, Osszefiiggs, irdnyitatlan graf
Kérdés: Igaz-e, hogy G minden feszit6fajaban van olyan cstics, aminek a feszitGfaban négy szom-
szédja van (azaz a csics a faban negyedfoki)?

Megoldas: Azt kell belatni, hogy a probléma komplementere N P-beli, azaz van révid, gyorsan
ellenérizhets tanti a komplementer probléma ,igen” inputjaira. (Vagy ugy is lehet mondani, hogy azt
kell belatni, hogy van révid, gyorsan ellendrizhets tant a ,nem” inputokra.) 1 pont
A probléma komplementerében az a kérdés, hogy igaz-e, hogy G-nek van olyan feszit6faja, amiben
nincsen negyedfoka cstucs. (Vagy ugy is lehet mondani, hogy arra kell tani, hogy egy G-nek van

olyan feszit6faja, amiben minden csics foka 4-t6l kiilonb6z6. ) 2 pont
Jo tant lesz egy F' feszitofa. 2 pont
A tani mérete nem nagyobb, mint az input mérete, azaz O(n) mérett. 1 pont
Az ellenGrzés soran ezeket kell megnézni: 2 pont

e F minden éle szerepel G-ben?



o [ Osszefiiggs: BFS-sel eldonthetd
e F-nek v — 1 éle van (ahol v a graf pontszama)?

e [-ben egyik fokszam sem 47

A BFS O(v +€) C O(n) lépés, a masik harom ellenérzés F' éleinek egyszeri végigjarasa soran végre-
hajthato. Vagyis az ellenérzés O(n) lépés. 2 pont

. P-ben van vagy NP-teljes az alabbi NP-beli eldontési feladat? (Azt a tényt fel szabad haszndlni, hogy
ez a feladat NP-ben van.)

Input: G iranyitatlan graf szomszédossagi matrixaval és k pozitiv egész szam
Kérdés: Igaz-e, hogy G-ben van k méreti klikk és k elemi fiiggetlen ponthalmaz is?

Megoldas: Adunk egy visszavezetést egy NP-teljes problémarol erre a feladatra, ez az NP-beliséggel
egyiitt az Iszonyi Hasznos Tétel miatt mar bizonyitja az NP-teljességet. 1 pont
Jo valasztas lesz a MAXFTLN probléma. 1 pont
Ha k > v, akkor G’ = G és k' = k (azaz az input nem valtozik semmit), egyébként pedig a redukcio
soran egy (G, k) parhoz azt a (G', k') part rendeljiik, amiben &’ = k és G'-t ugy kapjuk G-bdl, hogy
felvesziink G mellé egy k-as klikket, aminek minden csticsat 6sszekotjiik G minden cstcsaval.3 pont
(G', k') elsallitasa gyors, mert a k-as klikk hozzavétele O(v?)-ben megvan, ami biztosan O(n).

1 pont
Ha k > v (ahol v a csticsok szama G-ben), akkor nincsen se k-as fiiggetlen, se k-as klikk G-ben, azaz
ilyenkor a redukci6 2. pontjaban kivant ekvivalencia fennéll.

Az érdekes esetben (k < v) pedig:

e ha G-ben van k-as fiiggetlen ponthalmaz, akkor G’-ben van k-as fiiggetlen ponthalmaz és k-as
klikk is, mert a k-as fiiggetlen ponthalmaz megmarad G-ben is, az Gjonnan felvett k-as klikk
pedig biztositja a k-as klikket. 2 pont

e ha G’-ben van k-as klikk és k-as fiiggetlen ponthalmaz is, akkor a k-as fiiggetlen ponthalmaz
G-n beliil kell, hogy legyen, mert az 4j csicsok minden G-belivel és egymassal is 6ssze vannak
kotve. 2 pont

Ha valaki nem kezeli a k > v esetet kiilon, de ad egy jo redukciét k£ < v esetre, ami minden részletében
helyes, akkor az 9 pontot kap.

Ha MAXKLIKK-16] csindl valaki jo redukciot az is tokéletes persze (ekkor k izolalt csiicsot kell felvenni
G melle).

. Ha adott n szam, akkor hivjuk koziiliik kozépss elemnek a rendezés szerinti [n/2]-ediket. Kezdetben
adottak az ai,as,...,a, egész szamok, amikrél tudjuk, hogy az a; a kozépss elem, egyébként a szé-
mok rendezetlenek. Ezekbdl épitsen fel egy adatszerkezetet O(n) Gsszehasonlitast felhasznélva ugy,
hogy a felépitett adatszerkezetben az alabbi két miveletet k térolt elem esetén O(log k) lépésben meg
lehessen valositani:

BESZUR: egy 1j elemet illeszt az adatszerkezetbe,

KOZEPTOR: az aktualis kozéps6 elemet torli.

Megoldas: Két kupacot hasznalunk, az egyik egy min-kupac (ahogy 6ran tanultuk), ebben lesznek
a kozéps6 elemnél nagyobb szdmok, a masik pedig egy max-kupac, ebben lesz a kozépsG elem és a
nala kisebb szamok. A max-kupacban az a tulajdonsag all fenn a szamokra, hogy minden elem na-
gyobb, mint a gyerekei, a mtiveletek pedig hasonl6an megvalosithatok, mint a min-kupacban. 2 pont

Az a;-nél nagyobb elemekbdl a tanult modszerrel O(n)-ben lehet megépiteni a min-kupacot, ha-
sonloan lehet megépiteni a max-kupacot is O(n)-ben az a;-nél kisebb elemekbdl és a;-b6l. 1 pont



Mindig igaz, hogy a max-kupacban vagy ugyanannyi elem van, mint a min-kupacban vagy eggyel
tobb és az is mindig igaz, hogy a max-kupac gyokerében a kozépso elem talalhato. 1 pont
BESZUR esetén az 4j elemet Gsszehasonlitom a max-kupac gyokerében levs kozépss elemmel és ha
kisebb néla, akkor a max-kupacba, ha meg nagyobb nala, akkor a min-kupacba szirom be. 1 pont
Ha ezutan a két kupac mérete tobb, mint eggyel eltér (azaz a kiilonbség 2), akkor a nagyobb méret
kupacban (ez csak a max-kupac lehet) MAXTOR-t csindlok (annak mintdjira, ahogy a MINTOR
volt a min-kupacban), majd a kivett elemet beszirom a min-kupacba (a tanult besztras eljarassal).
Hasonloéan jarok el akkor is, amikor a beszias utan a min-kupac mérete nagyobb lesz a max-kupac mé-
reténél: ekkor MINTOR-t csinlok a min-kupacban, majd a kivett elemet besztirom a max-kupacba.

1 pont
Mindegyik lépés O(log k)-ban megvalosithato, mert a kupacok mérete O(k). 1 pont
KOZEPTOR soran a max-kupac gyokerét kell torolni, azaz egy MAXTOR-t kell csinalni, majd ha
a min-kupac mérete ett6l nagyobba valik, mint a max-kupacé, akkor egy hagyomanyos MINTOR-t
kell csinalni a min-kupacban, majd a kivett elemet be kell szirni a max-kupacba. 2 pont
Mindegyik lépés O(log k)-ban megvalosithato, mert a kupacok mérete O(k). 1 pont



