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Maximalis hosszU novekvo intervallum

Input: A[1 : n] kiilénbdz6 egész szamokbdl all6 tdmb
Output: Egy maximalis méretl A[i, j] résztdbmb hossza, aminek az
elemei ndvekszenek

Példa: A 7,5,2,8,9,3,1,6,4 tdmbben

egy maximalis hosszl ndévekvd intervallum a 2, 8, 9.
Négy hosszu névekvd intervallum nincs.
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procedure MNI(A[1 : n])

hossz := 1 az utolsé névekvé intervallum hossza
max =1 az eddigi leghosszabb
fori=2tondo
if A[i] > A[i — 1] then
hossz := hossz + 1 az aktualis intervallum nétt
else az aktualis intervallum vége
if max < hossz then
max := hossz
end if
hossz := 1 uj intervallum kezdédik
end if
end for
if max < hossz then
max := hossz
end if ha az utolsd intervallum a leghosszabb

17: end procedure
Lépésszam: O(n)
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Maximalis hosszU ndvekvo részsorozat

Input: A[1 : n] kiilénbdz6 egész szamokbdl allo tdmb
Output: Egy maximalis méreti ndvekvo részsorozat
Alif] < Alig] < -+ < Alik] (ih < i < ... < Ix) hossza.

Példa: A 9,5,2,8,7,3,1,6,4 tdbmbben egy maximalis hosszu névekvd
részsorozata 2,3,6 ésa2,3,4is.
Négy hosszu ndvekvd részsorozat nincs.

Otlet: A leghosszabb A[j]-re végz6dd részsorozat vagy csak A[j]-bdl
all, ha nincsen ennél kisebb korabbi elem vagy egy korabbi i-nél
vegz6dd monoton ndvo folytatdsa, amennyiben A[i] < A[j].

Definicio

L[i] := a leghosszabb A[i]-re végz6d6 részsorozat hossza.
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Maximalis hosszU ndvekvo részsorozat

L[] =1+ max{L[i] | i < j és Ali] < A[j]} I

Bizonyitas.

Indukcioval: Ha lenne ennél hosszabb A[j]-re végz6dd részsorozat,
akkor ennek utols6 elemét elhagyva egy olyan részsorozatot kapunk,
ami valamely A[i] < A[j]-re végzddik (i < j), de hosszabb, mint L[/]. Ez
ellenmond annak, hogy az ilyenek maximumat szamoltuk ki. O

A leghosszabb névekvo részsorozat hossza max{L[i] | 1 <i < n.} \

Bizonyités.

A leghosszabb névekvd részsorozat valamelyik A[/]-re végzddik. Ezt
biztos tekintetbe vesszilk a maximumnal. O
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Maximalis hosszU ndvekvo részsorozat

Hogyan talalhatjuk meg egy maximalis hosszl névekvo részsorozat
elemeit?

@ L[j] kiszdmolasakor jegyezzik fel, hogy melyik L[/]-nél vette fel a
maximumot.

@ Legyen ez az i = el6zd[j], ez egy leghosszabb A[j]-re végz6dd
részsorozat utolsé elbtti eleme.

@ Amikor a végén az dsszes L[i] kézll kivalasztjuk a maximumot, ott
is jegyezzik meg, hogy melyik volt a maximalis.

@ Innen visszafelé 1épkedve végignézhetjuk a maximalis részsorozat
elemeit.
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Maximalis hosszU ndvekvo részsorozat

i=[1]/2]3|4|5|6|7[8]9]
Aill=1]9[5]2]8[7[3]1]6]4
=111 2[2[2][1]3]3
el6zB[]= || - |- |- |3|2|3|-|6]6

Példaul:
L[8] =1+ max{L[2], L[3], L[6],L[7]} =1+ max{1,1,2,1} =1+2=3

Leghosszabb ndvekvd részsorozat hossza:
max{1,1,1,2,2,2,1,3,3} =3
A maximum példaul i = 8-nal van.

el6z0[8] = 6, el6z6[6] = 3 — egy maximalis névekvo részsorozat
A[3], Al6], A[8], azaz 2, 3, 6.
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Maximalis hosszU ndvekvo részsorozat

1: procedure MNR(A[1 : nJ)
2 L[1] =1

3 fori=2to ndo

4 L[i]:=0

5: forj=1toi—1do
6 if A[j] < A[i] és L[j] > L][i] then
7 L[i] = L[j]

8: end if

9: end for
10: L[i] = L[] +1
11: end for

12: return max{L[i] | 1 < L[i] < n}
13: end procedure

Lépésszam: O(X"' i) + O(n) = O(n?)
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Maximalis 6sszegi intervallum

Input: A[1 : n] kiilénbdz6 egész szamokbdl all6 tdmb
Output: Egy maximalis 6sszegl A[i, j] résztdbmb dsszege

Ha minden A[i] > 0, akkor kénnyl a feladat: A[1 : n] lesz a maximalis.
Példa: —2,1,-3,4,-1,2,1, 5,4 esetén 6 a maximalis 6sszeg.

Otlet: Mikor érdemes A[i]-t hozzavenni az el6z6 intervallumhoz és
mikor nem?

Definicio

L[i] := a legnagyobb 6sszegli Ali]-re végz6db intervallum sszege.
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Maximalis 6sszegi intervallum

Lemma

L[i] := max{A[i]; L[i — 1] + A[]}

Bizonyitéas.

| A\

Ha az A[i]-re végz6d6 maximalis 6sszegl intervallum 1 hosszu, akkor
az 6sszeg A[i]. Kilénben az A[i — 1]-re végz6d6 maximalis 6sszegli
intervallumhoz vesszik hozza A[i]-t. O

v

A maximalis ésszegl intervallum ésszege max{L[i] | 1 <i < n.}

Bizonyitas.

A leghosszabb ndévekvo részsorozat valamelyik A[i]-re végzodik. Ezt
biztos tekintetbe vesszik a maximumnal. O
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Maximalis 6sszegi intervallum

i=||1]2]83[4]5[6[7]8]9]
Ail=1—2[1] 3[4 -1]2[1]-5]4
=1 -=2[1|-2]4] 3 [5[6] 1 |5

Példaul: L[4] = max{A[4], L[3] + A[4]} = max{4, —2} = 4
L[7] = max{A[7], L[6] + A[7]} = max{1,6} =6

Maximalis 6sszegl intervallum 6sszege:

max{—2,1,-2,4,3,5,6,1,5} =6

Lépésszam: O(n) + O(n) = O(n)
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Dinamikus programozas

Optimalizalasi feladatok megoldasara hasznalhaté modszer. Richard
Bellman fejlesztette ki 1950 kérnyékén részben a hadsereg
megrendelésére. Az elnevezést a jobb eladhatosag miatt adta neki.

@ Az eredetihez hasonlé részfeladatokat tiiztink ki, ami lehet akar
altalanosabb is az eredeti feladatnal.

@ A részfeladatokat altalaban kisebb inputra oldjuk el6szér meg.
@ A részfeladatok eredményét eltaroljuk.

@ Sorba rendezem a feladatokat ugy, hogy a késobbi feladatok
megoldasanal fel tudjam hasznalni a korabbiak eredményét.

@ Az elsd néhany részfeladat legyen kdnnyen megoldhaté
6nmagaban is.

@ A késdbbi feladatok eredményét a korabbiak eredményét
felhnasznalva kapjuk. A részfeladatokat Ugy hatarozzuk meg, hogy
ez kdnnyen menjen.

@ Az Osszes részfeladat megoldasabol mar kdnnyen megkaphaté az
eredeti feladat megoldasa.
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Dinamikus programozas

Mire kell kitérni?
Részfeladatok: Fontos a pontos megfogalmazas.
Sorrend: Milyen sorrendben szamoljuk ki a részfeladatokat.

Eleje: Mi az amit korabbi részfeladatok nélkul is ki lehet
szamolni.

Tovabblépés: Milyen dsszefliggéssel lehet a kdvetkezd részfeladatot
az elézoéleg kiszamoltakbdl kiszamolni.

Végeredmény: Milyen 6sszefliggéssel lehet a végeredményt az
el6zobleg kiszamoltakbdl kiszamolni.

Lépésszam: Mennyi az algoritmus Iépésszama.

Joésag: Annak bizonyitadsa, hogy az algoritmus helyes eredményt
ad.

Optomalis megoldas keresése: Ez nem mindig elvaras. Hogyan
talalunk egy olyan megoldast, ami az optimumot adja.
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Hatizsak probléma

Probléma

Adottak néhany targy, s1,...,Sm a targyak sulyai, vy, ..., vy a targyak
értékei és C egy sulykorlat. (Minden érték pozitiv egész.) Ki akarunk
valasztani a targyaknak egy | C {1,..., m} részhalmazat, melyre
teljesdl, hogy ., si < C és ) ., vi maximalis. Mekkora lehet ez a
maximum?

Katona Gyula Y. / Vizer Maté (BME SZIT) Algoritmuselmélet Dinamikus programozas 14/20



Hatizsak probléma, példa

(1] 2]3]4)
s=|4] 7 [5]2 B
v= 61171 € =10
T T
I={1,3} Y s=9<C > v 13
icl iel

Brute-force: Q(2™) 1épés, ennyi részhalmaz van.
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Hatizsak probléma megoldasa

El6szor kisebb problémara oldjuk meg: v(i, a) a maximalis elérhet6
érték az sy,...,s; sulyokkal, vy, ..., v; értékekkel és a sulykorlattal
megadott feladatra. (részfeladatok)

0 a C

0

m" .................. ke,resett
értek

v(0,a) = 0 Va-ra <= Ha Ures a hatizsak, nulla az dsszerték. (eleje)
v(i,0) = 0 Vi-re < Ha nulla méretl a hatizsék, nulla az 6sszérték.
(eleje)

cél — v(m, C) (végeredmény)
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Hatizsak probléma megoldasa
Az optimalis pakolasndl vagy betesszik az i-edik targyat a hatizsakba,
vagy nem.
@ Ha nem tesszik be: A maradék a helyre pakoljunk minél nagyobb
értéket az elsd i — 1 targybdl: v(i — 1, a). (jésag)
@ Ha betesszik: A targy értéke v;, stlya s;. A maradék a — s; helyre
pakoljunk minél nagyobb értéket az elsd i — 1 targybol:
V(f— 1,a—s,-).
Ha a — s; < 0, akkor ez nem megy, ilyenkor 0 az dsszérték.(josag)

v(i,a) = max{v(i—1,a);vi+v(i—1,a—sj)}
(tovabblépés)

— A tablazat soronként kitdlthetd <= minden értek ket felette levo
sorban talalhaté értékbdl szamolhaté. (sorrend)

Lépésszam: O(Cm)

C-t6l fiigg, nem log C-t6l, ami az input mérete, igy ez exponencialis
idejli algoritmus. Ha C sokjegyl szam, ez sok idd.
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Hatizsak probléma, példa

(1] 2]3[4]
s=| 4| 7 |52 c=10
v=| 6|11 |7 |1

|o[1]2[3|4|5/6[7[8]9][10]
0[[0[0[0][0]0[0][0[0][0]0]O
1]0/0(0(0|6/6/6|6 6|66
2[0[0[0|0|6[6][6| 1111|1111
3] 0(0]0|0|6|7|7|11|11|13 13
4001|167 7111113 13

Animacio
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https://monicagranbois.com/knapsack-algorithm-visualization/

DP 6sszehasonlitasa a rekurzidéval

A Fibonacci szamok kiszamolasa:
F1:F2:1 Fn:Fn—1+Fn—2

Fn dinamikus programozassal (ami itt elég egyszerl) kiszamolhaté n
Osszeadassal.
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DP 6sszehasonlitasa a rekurzidéval

/Fn\
Fn72
ans Fn74
/ \ / \ \ / \
'n‘s Fn4 F'n‘4 I':n‘5 ,':n—‘4 ":n‘S ":nf‘s ,':n—‘s

. . . . . . . . . . . . . . . .

Fontos kilénbségek:

@ A rekurzié egy-egy részfeladatot esetleg sokszor kiszamol, a
dinamikus programozasnal mindent csak egyszer és az
eredmeényt eltarolja.

@ A rekurzié csak azokat szamolja ki, ami feltétlen sziikséges a
végeredményhez. A dinamikus programozas minden
részfeladatot kiszamol.
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